JSMF Žilina, Fakulta riadenia a informatiky ŽU, gymn. Veľká Okružná Žilina

S E Z A M , Školský rok 2006/07, vzorové riešenia 3. zimnej série

Milí riešitelia,

hoci je za oknami ešte stále jeseň, končí sa zimná časť našej súťaže. Dúfame, že ste pri riešení našich úloh strávili pekné chvíle a tešili sa z objavovania nových zákutí matematiky. Ak sa vám pritom čo i len trochu darilo, v obálke ste určite našli pozvánku na marcové sústredenie najlepších riešiteľov. Tešíme sa na stretnutie!

Takisto sa tešíme na letnú časť súťaže, ktorá práve začína. V obálke sú aj zadania 1. letnej série, ktorou štartuje veľký boj o čo najlepšie riešenia a o účasť na letnom tábore. Držíme vám pritom palce a čakáme na vaše riešenia. Nezabudnite si ešte predtým prečítať tieto vzorové riešenia, aby ste nové úlohy zvládli ešte lepšie.

Všetko o SEZAMe nájdete aj na www.sezam.sk. 

Za organizátorov vám príjemné čítanie a veľa úspechov želá Michal Prusák.

1. (opravoval Hynek Bachratý)

Našou úlohou bolo zistiť, kedy „falošné“ hodinky, na ktorých si hodinová a minútová ručička vymenili úlohy, ukazujú správny čas. Skoro všetci ste riešenie začali jednoduchou úvahou: ak falošné hodinky ukazujú správny čas, musia ukazovať rovnaký čas ako normálne hodiny. Teda hodinové ručičky falošných aj normálnych hodín sú na tom istom mieste. Ale hodinová ručička falošných hodín je presne na tom istom mieste ako minútová ručička normálnych. Keď to dáme dokopy, na normálnych (aj na falošných, ale s tými sa horšie počíta) je minútová a hodinová ručička presne na tom istom mieste, teda sa prekrývajú. Budeme preto rátať, kedy sa na normálnych hodinkách prvý raz po 12:00 prekryjú ručičky. 

Takmer všetci si všimli, že sa to stane niekedy okolo 13:05. Niektorí to aj považovali za správnu odpoveď, v tomto čase ale prekrytie nie je ešte úplne presné. Minútová ručička je presne na čísle 1, ale hodinová už urobila 5/60, čo je 1/12 cesty od čísla 1 k číslu 2. To zodpovedá 2,50, a ak by ručičky boli dostatočne tenké, nebudú na sebe. Zistiť presný okamžik prekrytia nám pomôže rovnica. 

Najskôr si ale povedzme, že od 12:00 do 13.00 minútová ručička určite uteká pred hodinovou a ešte nedošlo k prekrytiu. O 13:00 je nasledovná situácia. Minútová ručička je presne na čísle 12. Hodinová je na čísle 1 a je od zvislej polohy odklonená o uhol  3600/12 = 300. Vyjadríme si teraz, ako sa tieto uhly budú postupne meniť s pribúdajúcim časom a vyrátame, v ktorom čase budú rovnaké. Za 1 minútu sa minútová ručička posunie o 3600/60 = 60. Za M minút po 13:00 teda bude odklonená o 6M stupňov od zvislej polohy. (Pozor, toto platí aj keď počet minút M nie je celé číslo!) Čo robí hodinová ručička? Tá mala náskok 300 a otáča sa 12-krát pomalšie. M minút po 13:00 teda bude odklonená o uhol 30+6M/12 = 30+M/2 stupňov. Ak majú byť ručičky na sebe, tieto uhly sa musia rovnať. Platí teda 6M = 30+M/2. Z toho máme 12M = 60+M, a teda M = 60/11 minút. To je približne 5 minút a 27 sekúnd po 13:00. Presne sa ale toto číslo dá zapísať len zlomkom. 

2.(opravovala Ika Bachratá)
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Táto úloha sa dala riešiť rôznymi zaujímavými spôsobmi. Ukážeme vám len jeden z nich. Najprv musíme zistiť, ktoré úseky sú navzájom rovnobežné. Aby sa nám o jednotlivých úsekoch lepšie rozprávalo, označme si ich zaradom a, b, c, d... i, j. Zistíme teraz, aký uhol zvierajú jednotlivé úseky s úsekom j, teda s priamou cestou zo stanice do Smieškova. Zo zadania vieme, že a a j zvierajú uhol 90°. Ďalej zistime uhol medzi j a b. Najskôr sa autobus otočil o 90° doprava a potom o 30° doľava, teda dokopy sa otočil o 60° doprava. Potom sa autobus otočil zase o 60° doľava, takže úsek c pôjde rovnobežne s j. Medzi úsekmi c a d je zase uhol 60°, keďže c bol rovnobežný s j, tak aj uhol medzi d a j je 60°, tentokrát sme sa ale otáčali doľava. Teraz sa opäť autobus otočí o 60° doprava. To znamená, že úsek e je rovnobežný s j. Pred úsekom f sa autobus zase otočil o 60° doľava, takže f zviera s j uhol 60°, a teda je rovnobežný s d. Potom sa autobus otočil opäť 60° naspäť, takže úsek g opäť pôjdeme rovnobežne s j. Pred úsekom h sa autobus otočí o 180°-120° = 60° doprava, teda úsek g s j zviera uhol 60° – rovnako ako úsek b. Tieto úseky sú teda rovnobežné. Napokon úsek i je kolmý na j.

Pri úsekoch, ktoré sú rovnobežné s j, sa do priamej vzdialenosti zaráta celá ich dĺžka. To máme c+e+g = 60+30+50 = 140 m. Úseky a a i sa do priamej cesty nezarátajú vôbec. Teraz sa pozrime na ostatné úseky. Úseky b a h sú rovnobežné, preto ich môžeme umiestniť na jednu priamku. Takto nám vznikne úsečka AB. Táto úsečka bude s j zvierať uhol 60° a bude dlhá 100+10 = 110 m. V bode B na AB napojíme ďalší úsek. Bude to úsek d. Ten zviera s j uhol 60°, ale nie doprava ako predchádzajúce dva úseky, čiže doľava. S úsečkou AB teda bude zvierať uhol 180°-60°-60° = 60°. S úsekom d je rovnobežný úsek f. Keď ho pridáme na koniec úseku d, dostaneme úsečku BC, ktorá má dĺžku 40+70 = 110 m. Pridáme ešte úsečku CA a máme rovnoramenný trojuholník ABC. Keďže má tento trojuholník  oproti základni uhol 60°, tak ostatne dva uhly (majú mať rovnakú veľkosť) majú 120°:2 = 60°. Teda trojuholník ABC je rovnostranný, navyše strana AC zviera so stranou AB uhol 60° rovnako ako úsek j, to znamená že strana AC je rovnobežná s úsekom j. Preto sa dĺžky strán AB a BC zarátajú do priamej vzdialenosti ako dĺžka AC, a to je 110 m, pretože ABC je rovnostranný. 

Vzdialenosť zo stanice do Smieškova je teda spolu 140+110 = 250 m. 

Jedným zo spôsobov bolo vzdialenosti pomerať. Za tento spôsob sa ale moc bodov získať nedalo. Meranie totiž nie je presná metóda...

3. (opravoval Miro Hudec)  

Úloha sa dala riešiť viacerými spôsobmi, väčšina z vás zvolila nejaký dômyselný spôsob vypisovania všetkých možností. Ja by som rád ukázal jedno jednoduché riešenie od Slava Jagoša. Majme ľubovoľných 5 rôznych číslic od 1 do 9. Z nich vieme vytvoriť práve jedno pekné číslo usporiadaním od najmenšej po najväčšiu. Porátajme teraz, koľko takýchto rôznych pätíc vieme vytvoriť. Z cifier 1 až 9 vieme spraviť 9.8.7.6.5 = 15120 rôznych čísel (prvú cifru môžeme vybrať z 9 cifier, druhú z 8, ...). Ale niektoré čísla majú rovnakú kombináciu cifier, napríklad 12465 a 14652. Jedna kombinácia je tam zarátaná 5.4.3.2.1=120-krát (jednotku môžeme dať na 5 rôznych miest, dvojku potom už iba na 4, ...). Teda máme 15120 rôznych päťciferných čísel, ale iba 15120:120 = 126 rôznych pätíc cifier, a z každej vieme vytvoriť práve jedno pekné číslo, pekných čísel je preto tiež 126.

4. (opravoval Peter Novotný)

Predstavme si, ako situácia vyzerá, keď je veľká guľa natlačená pri niektorej hrane kocky. Pohľad zboku (presnejšie prierez) vidno na obrázku. Označíme S stred gule, ďalej nech B, C sú body, v ktorých sa veľká guľa dotýka stien kocky a A je bod, ktorý je na hrane kocky (presne pod bodom C). Malá guľa sa musí zmestiť do priestoru medzi bodom A a priesečníkom úsečky AS s veľkou guľou, ktorý sme označili P. Vypočítajme dĺžku úsečky AP, aby sme vedeli, koľko je tam miesta. Vieme, že ABSC je štvorec, takže dĺžku jeho uhlopriečky AS môžeme vypočítať z Pytagorovej vety pre trojuholník ABS. Dostaneme 
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Keďže PS je polomer veľkej gule, má veľkosť 1 cm a dostaneme 
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. Pozrime sa teraz detailnejšie, ako môžeme malú guľu umiestniť. Aby bola najväčšia možná, musí sa dotýkať veľkej gule v bode P a okrem toho sa musí (podobne ako veľká guľa) dotýkať stien kocky. Úsečku AP teda možno rozdeliť stredom malej gule na dva úseky – jeden má dĺžku |MP| = r (tak sme označili polomer malej gule), druhý má dĺžku |AM|. Úsečka AM je pritom uhlopriečkou malého štvorca, ktorého strana má dĺžku r (pozri obrázok), použitím Pytagorovej vety preto podobne ako pri trojuholníku ABS dostaneme
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Poznáme dĺžku |AP| a pomocou r vieme vyjadriť úseky |AM| aj |MP|. Postupnými úpravami už jednoducho vyjadríme veľkosť r:
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Malá guľa teda môže mať polomer s veľkosťou najviac 
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