JSMF Žilina, Fakulta riadenia a informatiky ŽU, gymn. Veľká Okružná Žilina
S E Z A M , Školský rok 2005/06, vzorové riešenia 3. zimnej série

Milí riešitelia,

skončila sa zimná časť našej súťaže. Verím, že všetci ste aj vďaka riešeniu našich úloh v matematike o pol roka múdrejší a šikovnejší. Tí ozaj šikovní majú v obálke aj pozvánku na marcové sústredenie najlepších riešiteľov. Tešíme sa na stretnutie!

Ale tiež sa tešíme na letnú časť súťaže, ktorá práve začína. V obálke sú aj zadania 1. letnej série, ktorými sa začína veľký boj o čo najlepšie riešenia a o účasť v letnom tábore. Držíme palce, a určite sa Vám pre zlepšenie výsledkov oplatí aj prečítať vzorové si riešenia tejto série.

Všetko o SEZAMe nájdete aj na www.sezam.sk. Za organizátorov vám pri riešení želá veľa úspechov Hynek Bachratý.

1. (opravovala Kačka Bachratá a Michal Prusák)    

 Tento príklad sa dal riešiť viacerými spôsobmi. Asi najprehľadnejšie je rozdeliť si kamienky s číslami od 1 do 9999 na jedno-, dvoj-, troj- a štvorciferné (zvýši nám číslo 10000, to má však nepárny ciferný súčet, je teda Huiovo, nezaujíma nás), a pre každú skupinu zrátať počet nepárnych čísel s párnym ciferným súčtom (kamienky pre Duia), a počet párnych čísel s párnym ciferným súčtom (kamienky pre Luia).

Jednociferné čísla:

Aby malo jednociferné číslo párny ciferný súčet, musí byť párne, lebo má iba jednu cifru, ktorú rátame do tohto súčtu. Teda v tomto prípade máme iba 4 kamienky pre Luia (párne čísla 2, 4, 6, 8)

Dvojciferné čísla: 

Aby malo dvojciferné číslo párny ciferný súčet, musí mať buď obe cifry párne (PP), alebo obe cifry nepárne (NN). Čísla v tvare PP sú párne, lebo končia na párnu cifru, teda budú Luiove. Potrebujeme ešte zistiť, koľko ich je. Prvá cifra (na mieste desiatok) je jedna z cifier 2, 4, 6, 8 (musí byť párna, a nemôže to byť nula, bolo by to len jednociferné číslo), druhá môže byť aj nulová. Na mieste desiatok môžu byť 4 cifry, na mieste jednotiek 5 cifier, takže takýchto čísel je spolu 4.5=20. Podobne potrebujeme zistiť, koľko je čísel v tvare NN, tie sú totiž nepárne, budú teda Duiove. Na mieste desiatok aj jednotiek môže byť každá z piatich nepárnych cifier (1, 3, 5, 7, 9), takže spolu 5.5=25. V tomto prípade máme 20 čísel pre Luia a 25 čísel pre Duia.

Trojciferné čísla:

Trojciferné čísla s párnym ciferným súčtom musia byť v jednom z tvarov PPP, PNN, NPN a NNP (znova P značí párnu, N nepárnu cifru), teda buď majú všetky tri cifry párne, alebo dve nepárne a jednu párnu cifru. Podobne ako pri dvojciferných číslach zistíme, komu čísla v jednotlivých tvaroch budú patriť, a koľko ich je.

Tvar PPP – pre Luia (končia na párnu cifru), je ich 4.5.5=100 (na mieste stoviek nemôže byť nula, inak môžeme použiť všetky párne cifry). 

Tvar PNN – pre Duia (končia na nepárnu cifru), je ich 4.5.5=100 (na mieste stoviek nemôže byť nula ako párna cifra, inak môžeme použiť všetky zvyšné 4 párne cifry, na miestach N môžeme použiť všetkých 5 nepárnych cifier).

Tvar NPN – pre Duia (končia na nepárnu cifru), je ich 5.5.5=125 (na všetkých miestach môžeme použiť 5 cifier).

Tvar NNP – pre Luia (končia na párnu cifru), je ich 5.5.5=125 (na všetkých miestach môžeme použiť 5 cifier).

Teda v tomto prípade máme spolu 225 čísel pre Luia a 225 čísel pre Duia.

Štvorciferné čísla:

Aby mali štvorciferné čísla párny ciferný súčet, musia byť v jednom z tvarov PPPP, PPNN, PNPN, PNNP, NPPN, NPNP, NNPP, NNNN (teda mať 4 cifry párne, alebo 2 cifry párne a 2 nepárne, alebo všetky 4 cifry nepárne).

Tvar PPPP – pre Luia, je ich 4.5.5.5=500.

Tvar PPNN – pre Duia, je ich 4.5.5.5=500.

Tvar PNPN – pre Duia, je ich 4.5.5.5=500.

Tvar PNNP – pre Luia, je ich 4.5.5.5=500.

Tvar NPPN – pre Duia, je ich 5.5.5.5=625.

Tvar NPNP – pre Luia, je ich 5.5.5.5=625.

Tvar NNPP – pre Luia, je ich 5.5.5.5=625.

Tvar NNNN – pre Duia, je ich 5.5.5.5=625.

Teda v tomto poslednom prípade máme spolu 2250 čísel pre Luia a rovnako 2250 čísel pre Duia.

Ak to spolu zrátame, dostaneme, že Lui dostal 2499 kamienkov, kým Dui 2500 kamienkov, teda viac je nepárnych 

čísel s párnym ciferným súčtom, ako párnych čísel s párnym ciferným súčtom.

Toto riešenie sa dá zjednodušiť (ak nemáte radi dlhé vypisovanie) tak, že z čísla 1 vyrobíme číslo 0001, atď. Teda pridáme nejaké nuly dopredu tak, aby toto číslo malo štyri cifry (pozor, to len aby sme si to zjednodušili). Potom nemusíme rozpisovať jedno-, dvoj- a trojciferné čísla, stačí to urobiť pre štvorciferné čísla, navyše sa potom netreba zaoberať odrátavaním toho, že nula nemôže byť na začiatku čísel (ona totiž „bude“ na začiatku napríklad čísla 0001). Môžete si to skúsiť...

2.(opravovala Ajka Bachratá)   
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Najskôr som si nakreslila obrázok a označila jednotlivé body:

Keby boli trojuholníky BDS a BPS zhodné, tak by sa aj BD = BP a teda by sa AB + BP = AB + BD = 10m(zo zadania).

Takže potrebujeme zistiť či sú tieto trojuholníky zhodné.

Zo zadania vieme že všetky tri chodníčky sa dotýkajú jazierka v jednom mieste, teda sú dotyčnice. No a o dotyčnici vieme že je kolmá na polomer kružnice. Teda uhly <BDS, <BPS sú pravé. (pravý uhol je pri bode D a P). Ďalej majú jednu spoločnú stranu SB a ešte vieme že aj SD aj SP sú polomery, teda sú rovnako dlhé. SD = SP. Teda trojuholníky BDS a BPS sú zhodné podľa vety SSU. Takže aj BD sa rovná BP a teda 

AB + BP = AB + BD = 10 m. 

Podobne sú na tom aj trojuholníky CPS a CES. Tiež majú spoločnú stranu: CS. V každom je pravý uhol: <CPS a <CES. A v každom je jedna strana polomer: PS = ES = polomer. Takže aj PC = EC a teda 

AC + CP = AC + CE = 10m. 

Takže obvod trojuholníka ABC je AB + BP + AC + CP = 10m + 10m = 20m

Obvod trojuholníka je 20 metrov.

3. (opravoval Peťo Novotný)  

Najskôr vyriešme jednoduchšiu časť – zistime, z koľkých malých kociek je hračka zložená. Rozkreslime si celú hračku po jednotlivých „poschodiach“. Každé poschodie znázornime pri pohľade zhora.
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Najvyššie poschodie je prederavené len zvislým tunelom, chýbajú v ňom tri malé kocky (obr. 1). Poschodie druhé zhora je prederavené tiež zvislým tunelom, takisto ale aj časťou tunela idúceho sprava doľava a časťou tunela idúcou spredu dozadu (obr. 2). Poschodie druhé zdola je prevŕtané opäť všetkými tromi tunelmi (obr. 3). No a napokon spodné poschodie vyzerá rovnako ako vrchné (obr. 4). 

Nakresliť tieto štyri poschodia nie je ťažké. Stačí pre každé poschodie nakresliť 4×4 štvorčeky (t.j. malé kocky pri pohľade zhora) a postupne vyfarbiť tie, ktorými prechádzajú jednotlivé tunely.

Teraz už stačí spočítať kocky v jednotlivých poschodiach. Dostávame, že hračka je zložená z 13 + 8 + 4 + 13 = 38 malých kociek.

Teraz spočítajme, koľko štvorčekov káčerovia zafarbili. Pomôžeme si obrázkami jednotlivých poschodí, ktoré už máme nakreslené. Na vrchnom poschodí zafarbili 13 vrchných štvorčekov, 16 štvorčekov po obvode a 8 štvorčekov vnútri zvislého tunela. Navyše je ešte zospodu zafarbených 5 štvorčekov (obr. 5), lebo tie pod sebou majú prázdne miesto (stačí si predstaviť, ako obr. 1 položíme na obr. 2). Ostatných 8 štvorčekov zospodu vrchného poschodia zafarbených nie je, lebo sú položené na kockách poschodia pod ním. Na prvom poschodí teda zafarbili 13 + 16 + 8+ 5 = 42 štvorčekov. 

Na druhom poschodí zvrchu zafarbili káčerovia po obvode 6 + 4 + 8 + 6 = 24 štvorčekov (obr. 6 – stačí spočítať obvody jednotlivých útvarov). Vrchné štvorčeky tohto poschodia nie sú zafarbené žiadne (sú nad nimi kocky najvyššieho poschodia). A zospodu sú zafarbené 4 štvorčeky znázornené na obr. 6 sivou farbou (stačí si predstaviť, ako obr. 2 položíme na obr. 3). V druhom poschodí zhora teda zafarbili 24 + 4 = 28 štvorčekov.

Kocky druhého poschodia zdola sú zafarbené len na bokoch, lebo aj nad nimi aj pod nimi sú kocky susedných poschodí. Tu je teda zafarbených 16 štvorčekov (obr. 7).

Napokon na spodnom poschodí je zospodu zafarbených všetkých 13 štvorčekov, po obvode 16 štvorčekov, vnútri zvislého tunela po bokoch 8 štvorčekov a zvrchu 9 štvorčekov vyfarbených na obr. 8 sivou farbou (tie nad sebou nemajú kocky druhého poschodia). Spolu v spodnom poschodí zafarbili 13 + 16 + 8 + 9 = 46 štvorčekov.

Káčerovia teda spolu zafarbili 42 + 28 + 16 + 46 = 132 štvorčekov.

Iné riešenie (podľa Kamily Štyrákovej). Predstavme si kocku ešte pred vyvŕtaním tunelov. Tá má vnútri seba v strede 8 malých kociek tvoriacich kocku 2×2×2. Zvyšných 64 – 8 = 56 kociek je „na povrchu“. Ľahko si možno všimnúť, že po vyvŕtaní tunelov nezostane zo stredovej kocky 2×2×2 ani jedna malá kocka (na jej odstránenie dokonca stačia zvislý a pravo-ľavý tunel, zvislý z nej odstráni zadné štyri kocky a pravo-ľavý predné štyri). Z povrchových kociek tunely odstránia pri každej zo šiestich stien 3 malé kocky (pri každej iné). Spolu teda ostane po vyvŕtaní tunelov na hračke 64 – 8 – 3·6 = 38 malých kociek.
Zafarbené štvorčeky tiež spočítame ľahko, keď si uvedomíme, že stredová kocka 2×2×2 je celá vyvŕtaná. Na povrchu pôvodnej veľkej kocky je na každej stene zafarbených 13 štvorčekov, spolu teda 6·13 = 78 štvorčekov. Na začiatku (resp. na konci) každého tunela pri každej stene kocky je po obvode tunela zafarbených 8 štvorčekov, spolu teda ďalších 6·8 = 48 štvorčekov. Ostáva už započítať len štvorčeky, ktoré pôvodne susedili so stredovou kockou 2×2×2. Z obrázku dobre vidno, že takých bude 6 (vždy je zafarbená vnútorná stena malej kocky, ktorá tvorí „roh začiatku tunela“). Spolu je teda zafarbených 78 + 48 + 6 = 132 štvorčekov.

4. (opravovala Lenka Trojaková)

Keď chceme vyriešiť takýto príklad, najlepšie je začať písmenkami u ktorých vieme ľahko určiť, aké číslo sa za nimi skrýva (ak také sú (). V tomto prípade je to písmeno A. A môže byť len taká cifra, ktorú keď vynásobíme číslom 3, tak cifra na mieste jednotiek bude tiež A. Také cifry sú iba 0 a 5  (vyskúšajte si to). Premyslime si číslo 0. Po chvíli zistíme, že 0 to nemôže byť, lebo by číslo ADA začínalo 0. Z toho vyplýva, že A=5. 

Pozrime sa na tretí stĺpec zľava: A+A+I=5+5+I=10+I. Z predchádzajúceho stĺpca nám teda musí ostať nejaký zvyšok, inak by sa I rovnalo E čo je zakázané. Musí platiť, že 3*D + zvyšok z posledného stĺpca musí byť väčší ako 9, čiže D≥3. Ďalej si môžeme všimnúť, že keby sme za I dosadili akúkoľvek cifru, tak súčet A+A+I nikdy nebude väčší, ako 19 (5+5+9) a menší ako 11(5+5+1). Preto bude zvyšok z tohto stĺpca vždy 1. Aby sme po pripočítaní tejto 1 k L dostali dvojciferné číslo, musí byť cifra L = 9. Pre každé menšie L by sme dostali len jednociferné číslo (I nemôže byť 0, lebo je na začiatku čísla). Z toho vyplýva, že I=1 a R=0. Súčet v treťom stĺpci je teda 5+5+1=11.  Z toho vyplýva, že E = 2 alebo E=3. Závisí to od zvyšku v druhom stĺpci (treba porozmýšľať) 

Takže zatiaľ máme: R=0, I=1, A=5, L=9. Teraz už všetko závisí len od písmena D. Takže dosadíme postupne všetky cifry, ktoré sme ešte nepoužili a skontrolujeme, či nemáme za dve rôzne písmená dosadené rovnaké čísla. Keď toto správne urobíme, dostaneme dva správne výsledky. IRENA = 10235 (D=4, N=3, E=2) alebo IRENA = 10325 (D=7, N=2, E=3).

Poznámka: Niektorí ste príklad riešili tak, že číslo mohlo začínať cifrou 0. Potom bol postup podobný, len ste získali viac správnych riešení. Nikto z Vás ale asi nepíše číslo 50 v tvare 050. Ale tento krát to je OK, lebo v zadaní nebolo jednoznačne napísané, že to tak nemôže byť.

555. (Nepovínná úloha)

Väčšina správne zistila, že Noz Nibor by mal byť bratom slávneho Robin Zona. Ale niekde chýbal dôkaz! Niektorí si všimli, že Robinzon mal aj iných bratov (ozajstných alebo pokrvných), a Noz Nibor môže byť ich pseudonym. Takže doplňujúca otázka: Ak by bol Noz Nibor deň v týždni, tak ktorý?
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