Nadácia pre deti Slovenska , JSMF Žilina, Fakulta riadenia a informatiky ŽU, gymn. Veľká Okružná Žilina
S E Z A M , Školský rok 2000/01, Vzorové riešenia 3. zimnej série

Milí naši riešitelia,

táto  séria ukončila zimnú časť súťaže. Tí ktorých sa to týka si v obálke našli aj pozvánku na jarné sústredenie. Napriek tomu sa všetkým zíde poriadne preštudovať vzorové riešenia, aj to vám môže pomôcť pri ešte lepších výsledkoch v lete.

1. Tento príklad bol pekný na to, aby sme si uvedomili, ako vlastne funguje také známe „odčítavanie“ a „sčítavanie“ pod sebou. Pozrime sa teda, čo sa stane, ak od 3-ciferného čísla odčítame obrátene zapísané číslo (menšie od väčšieho). Nech je väčšie číslo zapísané ciframi A B C . Potom C je (o nejaké X) menšie od A (prečo ?). Ak je teda A = 4 a C = 3, potom X = 1. Všeobecne C + X = A, alebo A – C = X. Predstavme si teraz odčítanie ABC – CBA (pod sebou). Keďže A > C, v poslednom stĺpci si ku C „požičiame“ desiatku, a teda vo výsledku je posledné cifra 10 + C – A =  10 – (A - C) = 10 – X.  V prostrednom stĺpci boli pôvodne pod sebou rovnaké cifry, ale „požičanú“ jednu desiatku prirátame k spodnému B, teda spodná cifra je o 1 väčšia ako horná. Teda do stredného stĺpca vo výsledku pôjde 9, a máme požičaných 100. Túto jednu stovku pridáme ku spodnému C v prvom stĺpci, takže vlastne rátame A – (C + 1) = A – C – 1 = X – 1. Teda v prvom stĺpci bude vo výsledku X – 1. Výsledok odčítania teda bude zapísaný ciframi                  (X – 1) (9) (10 – X). Ak bolo X = 1 (teda C je len o jednu menšie ako A), výsledok je 99. Aj napísané odzadu je to 99, a po sčítaní vyjde 198. To je teda jeden možný „čas“ pre poradie pretekov. Ak X > 1, rozdiel bol trojciferné číslo, a zapísané odzadu je to (10 – X) (9) (X – 1). Necháme už na vás, aby ste si overili, že sčítaním týchto dvoch čísel vyjde 1089. Teda výsledné „časy“ boli 198 alebo 1089. Pretekári, ktorým vyšlo 198, teda ich čas z trate bolo trojciferné číslo, kde prvá cifra bola len o 1 väčšia alebo menšia od poslednej (pozor, pre čas 345 aj 543 sa vždy odčíta 543 – 345) boli prví, ostatní poslední (prípadne dikvalifikovaní).

2. Napr. podľa Jura Macha:

 Ak pretekár trafí 1 terč, zdvihne sa mu 10 nových. (  + 9 terčov

 Ak pretekár trafí 17 terčov, zdvihne sa mu 14 nových. (  - 3 terče

 Ak pretekár trafí 33 terčov, zdvihne sa mu 48 nových. (  + 15 terčov

 Ak pretekár trafí 21 terčov, zdvihne sa mu 0 nových. (  - 21 terčov

  ( pomocou striel môžeme pridať alebo ubrať jedine nejaký násobok 3.

 Aby nám neostali žiadne terče, musíme streľbu zakončiť výstrelom náboja s 21 brokmi do 21 terčov. (Alebo všeobecne, na konci musíme mať hore 0 terčov, a teda 1000 sme zostrelili.) Tak nám ale musí na konci resp. pred posledným výstrelom ostať počet terčov deliteľný tromi. Takáto situácia ale nenastane, pretože počet terčov 1000, ktorý je na začiatku, nie je deliteľný tromi (zvyšok po delení 3 je 1). Pretože toto číslo môžeme zväčšovať alebo zmenšovať len násobkami troch, nikdy nedostaneme číslo deliteľné tromi (a počet zdvihnutých terčov je vždy nejaký násobok 3 plus 1) .Teda nikdy nezakončíme streľbu nábojom s 21 brokmi a nikdy nám neostane 0 terčov. Takže pretekári môžu strieľať akokoľvek, nikdy im neostane „čistý pľac“.

3. Napr. podľa Ondreja Budáča :

Nech kváder má rozmery a,b,c. Potom musí platiť a . b . c = 120, a teda b . c = 120 : a . Hľadáme teda všetky rôzne trojice prirodzených čísel s takouto vlastnosťou, pričom nezáleží na ich poradí (trojica 1,1,120 je tá istá ako 1,120,1, lebo zodpovedá tomu istému kvádru). 

Nech najskôr a = 1. Potom b . c = 120, a môžeme uvažovať o ôsmich možnostiach 1.120, 2.60, 3.40, 4.30, 5.24, 6.20, 8.15 a 10.12. Spolu s a = 1 tak máme prvých 8 trojíc. Je dôležité uvedomiť si, že sme tým zároveň vybavili všetky trojice, v ktorých sa nachádza číslo 1.

Teraz nech a = 2. Potom b . c = 60, a zároveň b a c musia byť aspoň 2. Dostaneme 5 možností  2.30, 3.20, 4.15, 5.12 a 6.10 (potom by sme sa už opakovali). Spolu s a = 2 tak máme ďalších 5 trojíc. A zase, už máme vybavené aj všetky trojice kde sa nachádza číslo 2.

Pre a = 3 musí byť b . c = 40, a  b a c musia byť aspoň 3. Dostaneme 2 možnosti   4.10 a 5.8. Spolu s a = 3  máme ďalšie 2 trojice. A zase, už máme vybavené aj všetky trojice kde sa nachádza číslo 3.

Pre a = 4  je b . c = 30, a  b a c musia byť aspoň 4. Tu je len jedna možnosť 5.6. Spolu s a =4 máme ďalšiu 1 trojicu, a máme vybavené aj všetky trojice kde sa nachádza číslo 4.

Pokiaľ by a bolo 5 a viac, b . c  by bolo 24 a menej, a to už by aspoň jedno z čísel b a c muselo byť menšie ako 5 (lebo 5.5=25, čo je príliš veľa), ale také trojice sme už zarátali vyššie. Spolu teda máme 8+5+2+1=16 možností pre stavbu kvádra.

4.   Zamerajme sa na obvod veľkého kruhu. Koľko malých kruhov potrebujeme na zakrytie tohto obvodu?  Akú časť veľkej kružnice dokážeme zakryť malým kruhom?  Všimnime si priesečníky malej a veľkej kružnice (A,B).  Čím je úsečka AB dlhšia, tým väčšia časť obvodu veľkého kruhu je zakrytá. Najväčšiu časť obvodu teda zakryjeme, ak AB bude priemerom malého kruhu.  V tomto prípade zakryjeme presne jednu šestinu veľkej kružnice – vyplýva to zo známej konštrukcie pravidelného šesťuholníka,  pretože priemer malého kruhu sa rovná polomeru veľkého (10m). Na zakrytie celej veľkej kružnice teda potrebujeme aspoň 6 malých kruhov. Zrejme je jediný spôsob, ako týmito šiestimi malými kruhmi zakryjeme veľkú kružnicu – stredy malých kruhov musia ležať v stredoch strán spomínaného pravidelného šesťuholníka. Týmto sme však ešte nezakryli celý veľký kruh, lebo v strede nám ostala „diera“. Na jej zakrytie potrebujeme siedmy malý kruh – ten ju dokáže akurát zakryť (dokážte si to za domácu úlohu).   Tým je úloha vyriešená: na zakrytie potrebujeme 7 malých kruhov. Menej kruhov nestačí, pretože na zakrytie obvodu potrebujeme aspoň 6 kruhov, pričom ak zakryjeme 6 kruhmi obvod, nezakryjeme tým celý kruh. Teda potrebujeme aspoň 7 kruhov.
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Komentár: Úloha bola dosť náročná najmä na zdôvodňovanie, o čom svedčí aj pomerne malý počet úplne 

správnych riešení. Mnohí ste sa dali oklamať nepresným rysovaním a poslali ste nám takéto riešenia: 

Kde je chyba na poslednom obrázku? Malé kruhy sú trošičku väčšie ako by mali byť a vďaka tomu sa nimi 

podarila zakryť celá veľká kružnica napriek tomu, že ich stredy neležia v stredoch strán vyššie 

nakresleného pravidelného šesťuholníka.   Ponaučenie do budúcnosti: narysovaný obrázok nie je dôkaz.
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