JSMF Žilina, Fakulta riadenia a informatiky ŽU, gymn. Veľká Okružná Žilina
S E Z A M , Školský rok 2005/06, vzorové riešenia 2. zimnej série

Milí riešitelia,

máme za sebou druhú sériu zimnej časti našej súťaže. A pred sebou poslednú tretiu, ktorá rozhodne o pozvánkach na marcové sústredenie. Komu to nedošlo, teraz je ten správny čas nasadiť všetky sily a hlavne rozum. Určite Vám pri tom pomôže aj poctivé štúdium týchto vzorových riešení. Tak smelo do ich štúdia! 

A nezabudnite, že všetko o SEZAMe nájdete aj na www.sezam.sk !

Za organizátorov vám želá veľa úspechov (a tiež VV a ŠNR) Hynek Bachratý.
1. (opravovala Erika Trojáková)    

Rozdeľme plavbu kapitánovej lode na dve časti. Prvá časť je tá, kde kapitánova loď oproti plánu nemeškala, druhá časť je tá, na ktorej loď plávala trojpätinovou rýchlosťou a teda meškala. Z tejto úvahy vidíme, že loď teda tie dva dni meškania musela nabrať na druhom úseku. Vieme, že ak by plávala ešte päťdesiat míľ plnou rýchlosťou, meškanie by sa skrátilo z dvoch dní skrátilo na jeden deň. Inými slovami, práve na päťdesiatich míľach nabrala loď (pri trojpätinovej rýchlosti) jednodňové meškanie. Teda ak loď nabrala dvojdňové meškanie na druhom úseku, musel tento úsek merať 50+50=100 míľ.   

Výborne! Ak ste sa dostali už takto ďaleko, tak k výsledku je to už len krôčik. Čo nám k výsledku ešte chýba? Zistiť, akú trasu loď preplávala na prvom úseku (teda prvý deň) a pripočítať ju k trase, ktorú preplávala na druhom úseku. Zistiť toto nám bude chvíľku trvať. Označme t čas, za ktorý by loď preplávala celú trasu z Močiarova do Páperova, ak by plávala ideálnou rýchlosťou. Takisto v označme plánovanú rýchlosť v míľach za deň. Potom vieme, že v skutočnosti na druhom úseku, namiesto času t-1 dní, plávala t+1 dní (nezabudnite, že na prvom úseku plávala 1 deň, preto na druhom úseku bola plánovaná doba plávania t-1 dní). Vieme, že trasa z Močiarova do Páperova je d=v·t. Na druhej strane vieme, že d=v·1+3/5v·(t+1). Keď tieto dva vzťahy dáme do rovnosti máme: 

v·t= v·1+3/5v·(t+1)

5v·t= 5v+3v·t+3v

2 v·t=8v

t=4

Máme, že loď by ideálnou rýchlosťou preplávala celú trasu za štyri dni. Druhý úsek by lodi ideálnou rýchlosťou trval tri dni. Tento druhý úsek je, ako sme vyrátali, dlhý 100 míľ. Teda za jeden deň loď ideálnou rýchlosťou prepláva 100/3 míľ. Vyrátali sme dĺžku trasy počas prvého dňa, ktorá je 100/3 míľ.  

Teda trasa z Močiarova do Páperova je 100/3+100=400/3 míľ. 

Komentár: Táto úloha bola dosť náročná. Ak ste sa aj dopracovali k výsledku, niekedy nebol správny. Ako sa nabudúce presvedčiť, že riešenie úlohy je správne? Stačí urobiť skúšku správnosti. V našom prípade teda overiť, či pri vyrátanom plánovanom čase 4 dni a vyrátanej ideálnej rýchlosti 100/3 míle za deň všetko pekne sedí. Krok za krokom si prejsť celé zadanie úlohy, a snažiť sa matematicky naformulovať to, čo je v ňom povedané. Keby ste spravili skúšku pri nesprávnych výpočtoch, tak by vám nevyšla a vedeli by ste, že tam nie je všetko v poriadku a máte ďalej rátať. No nevadí. Kameňom úrazu bola informácia, že keby išiel ešte 50 míľ plnou rýchlosťou, tak by meškal iba 24 hodín. To mnohí z vás nesprávne zmenili na informáciu, že túto vzdialenosť prešiel za jeden deň. Čo nie je pravda.  Nevyjde to ani pre to naše riešenie. Vyskúšajte si to.   

2.(opravovala Ľubka Peprníková)   
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Označme si A, B, C, D vrcholy Quadra a P, Q, R, S vrcholy Squara. Ďalej body, kde sa pretínajú označíme E a F.

|<CSD| = 90º, pretože SD aj SC sú časti uhlopriečok štvorca a teda zvierajú pravý uhol. Rovnako aj |<ESF| = 90º, lebo je to uhol pri vrchole štvorca. Takže platí:

                   |<CSD| = |<ESF|

     |<CSD| - |<CSF| = |<ESF| - |<CSF|

                    |<DSF| = |<CSE|

Uhly DSF a CSE majú rovnakú veľkosť.

Úsečky SC a SD sú časťami uhlopriečok štvorca a to znamená, že rozpoľujú uhly pri jeho vrcholoch a teda |<SCE| = 45º a rovnako aj |<SDF| = 45º.Uhly SCE a SDF majú rovnakú veľkosť.

Keďže uhlopriečky štvorca sa rozpoľujú a sú rovnako dlhé, tak vieme, že úsečky SC a SD sú rovnako dlhé.

Potom ∆SEC a ∆SFD sú zhodné (usu) a teda majú rovnaký obsah. To ale znamená, že štvoruholník SECF má rovnaký obsah ako ∆CSD a ten je  ¼.SABCD = ¼.16 dm2, teda obsah štvoruholníka SECF je 4 dm2.
3. (opravoval Martin Škorupa)  

Označíme si stĺpce hodnotami 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a riadky hodnotami 0, 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56. Ak sa do každého políčka napíšeme hodnotu riadku plus hodnotu stĺpca v ktorom sa nachádza, tak dostaneme presne takú istú tabuľku na akej hrali Lui, Dui, Hui.

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	0
	0+1=1
	0+2=2
	0+3=3
	0+4=4
	0+5=5
	0+6=6
	0+7=7
	0+8=8

	8
	8+1=9
	8+2=10
	8+3=11
	8+4=12
	8+5=13
	8+6=14
	8+7=15
	8+8=16

	16
	16+1=17
	16+2=18
	16+3=19
	16+4=20
	16+5=21
	16+6=22
	16+7=23
	16+8=24

	24
	24+1=25
	24+2=26
	24+3=27
	24+4=28
	24+5=29
	24+6=30
	24+7=31
	24+8=32

	32
	32+1=33
	32+2=34
	32+3=35
	32+4=36
	32+5=37
	32+6=38
	32+7=39
	32+8=40

	40
	40+1=41
	40+2=42
	40+3=43
	40+4=44
	40+5=45
	40+6=46
	40+7=47
	40+8=48

	48
	48+1=49
	48+2=50
	48+3=51
	48+4=52
	48+5=53
	48+6=54
	48+7=55
	48+8=56

	56
	56+1=57
	56+2=58
	56+3=59
	56+4=60
	56+5=61
	56+6=62
	56+7=63
	56+8=64


Keďže z každého stĺpca aj z každého riadku sa malo vybrať práve jedno číslo, tak každá hodnota riadku aj každá hodnota stĺpca sa do súčtu započíta práve raz. Teda po vybratí ľubovoľných čísel takých, že s každého stĺpca aj z každého riadku je vybraté práve jedno, musí byť ich súčet rovný: 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 8 + 16 + 24 + 32 + 40 + 48 + 56 = 260. Teda maximum aj minimum, ktoré sa dá vybrať je 260.

4. (opravovala Jakub Daubner)

Pri vyriešení tejto úlohy bolo nevyhnutné prísť na to, že trojuholník je pravouhlý práve vtedy, keď jeho prepona je priemerom jeho opísanej kružnice (Thalesova veta). Z toho potom vyplýva, že ak chceme, aby bol na zadanej kružnici nejaký pravouhlý červený (modrý) trojuholník, tak dva červené (modré) body musia ležať oproti sebe na priemere. Takéto dva body budeme ďalej nazývať červený (modrý) priemer. Navyše potom bude pravouhlý každý trojuholník, ktorý bude mať tieto dva vrcholy a ešte ľubovoľný ďalší bod rovnakej farby zo zvyšných 48 bodov. Takže s každým jedným červeným (modrým) priemerom budeme mať 48 pravouhlých červených (modrých) trojuholníkov.

Teraz už len ukážeme, že počet červených a modrých priemerov je vždy rovnaký, a tým zdôvodnime aj kapitánove tvrdenie. Označme počet červených priemerov N. Potom 50-2N je počet červených bodov, ktoré majú oproti sebe modrý bod. To je to isté ako počet modrých bodov, ktoré majú oproti sebe červený bod. Takže počet modrých bodov, ktoré majú oproti sebe modrý bod, je 50 – (50 – 2N) = 2N. Teda počet modrých priemerov bude tiež N. 

Tým sme dokázali kapitánove tvrdenie, lebo počet modrých a červených priemerov je rovnaký (N), a teda je rovnaký aj počet červených a modrých pravouhlých trojuholníkov (48xN).

Komentár k riešeniam: Našťastie väčšina z vás poznala Thalesovu vetu (alebo ste ju samy objavili?), ale nanešťastie veľa z vás potom nezdôvodnilo, prečo musí byť počet modrých a červených priemerov vždy rovnaký a hlavne za to ste strácali body..
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