JSMF Žilina, Fakulta riadenia a informatiky ŽU, gymn. Veľká Okružná Žilina

S E Z A M , Školský rok 2006/07, vzorové riešenia 1. zimnej série

Milí riešitelia,

sme radi, že napriek začiatku školského roka ste nezabudli na prvú sériu SEZAMu a popasovali ste sa s úlohami. Ak chcete vedieť, ako to dopadlo, stačí si pozrieť poradie. Ak nechcete zopakovať chyby, ktoré ste urobili, alebo sa dozvedieť aj o iných spôsoboch riešenia úloh, prečítajte si tieto vzorové riešenia. 

A potom už hor sa do druhej série. Aj keď Vám možno tá prvá nevyšla podľa Vašich predstáv, určite sa oplatí pokračovať. Každý príklad, ktorý sa pokúsite vyriešiť, určite zlepší Vaše matematické schopnosti.  

Ak máte kamarátov alebo spolužiakov, ktorí by tiež radi riešili SEZAM,  skúste im požičať zadania druhej série. Ako vidíte z poradia, ak budú šikovní, aj s dvomi dobre zrátanými sériami sa im môže podariť dostať sa na zimné sústredenie.  

Ďalej Vás prosíme, aby ste si v poradí skontrolovali svoje údaje, ak sú niektoré zlé, dajte nám vedieť a opravíme ich. 

Nezabudnite tiež, že všetko o SEZAMe nájdete aj na www.sezam.sk, kde môžete napríklad aj spoznať našich vedúcich  či riešiteľov...

Za organizátorov vám veľa úspechov pri riešení želá Michal Prusák.

1. (opravoval Jakub Daubner)    

Najskôr vylúčime cifry, ktoré hľadané číslo nemôže obsahovať:


cifra 0 – nemôže byť v čísle, lebo nulou sa nedá deliť


cifry 2, 4, 6, 8 – nemôžu byť v čísle, lebo sú párne, a číslo končiace na 9 je nepárne (a teda nie je 
deliteľné žiadnym párnym číslom)



cifra 1 – môže byť v čísle, každé číslo je deliteľné 1


cifra 3 – môže byť v čísle, a keďže hľadané číslo musí byť deliteľné 9, tak bude deliteľné aj 3


cifra 5 – nemôže byť v čísle, lebo násobky 5 končia iba 0 alebo 5


cifra 7 – môže byť v čísle, kritérium deliteľnosti 7 nie je jednoduché, a preto je najlepšie, ak 
deliteľnosť 7 overíme nakoniec


cifra 9 – musí byť v čísle

Takže nám ostali iba cifry 1, 3, 7, 9, ktoré by mohli byť v hľadanom čísle. Cifra 9 tam bude určite, teda číslo musí mať ciferný súčet deliteľný 9. To znamená, že súčet prvých troch cifier musí byť deliteľný 9 (lebo posledná cifra je 9). Takže súčet prvých troch cifier musí byť 9, 18 alebo 27, lebo menej ako 9 nemôžeme dostať (najmenší ciferný súčet je 1+1+1 = 3) a  nemôžeme dostať ani viac ako 27 (najväčší je 9+9+9 = 27). Keď nájdeme takéto čísla, tak nám stačí overiť už len deliteľnosť 7, pretože budú určite deliteľné 1, 3 a 9.


Ak chceme, aby súčet prvých troch cifier bol 9 a zároveň aspoň jedna cifra bola 7, tak k tejto sedmičke musíme pridať už len dve jednotky (7+1+1 = 9). Z toho nám vyjdú tri možné čísla – 1179, 1719 a 7119. Z nich je deliteľné 7 iba číslo 7119 a to je zároveň aj prvé možné riešenie. Ak chceme, aby bol tento súčet 9, a nepoužijeme cifru 7, tak musíme použiť tri trojky, lebo inak dostaneme príliš malý súčet (bez použitia cifry 9) alebo príliš veľký súčet (s použitím cifry 9). Z toho nám vyjde ďalšie možné riešenie – 3339. 


Súčet prvých troch cifier nemôže byť nikdy 18, lebo sčítavame tri nepárne cifry, a súčet troch nepárnych čísiel je vždy nepárne číslo.


A nakoniec súčet prvých troch cifier môže byť 27 iba ak použijeme tri deviatky (inak by bol súčet príliš malý). Z toho nám vyjde posledné riešenie – 9999.

Zhrnutie – číslo linky, ktorou chce Klobúčik cestovať je 7119 alebo 3339 alebo 9999.

2. (opravovala Ľubka Peprníková)   

Najprv si treba uvedomiť, že je jedno, v akom poradí šofér páčky postláča, ide len o to, ktoré páčky stlačil. Ďalej ste si mnohí všimli, že ak niektorú páčku stlačí dvakrát, tak budú mosty v takej polohe, akoby ju ani nestlačil. To platí aj v prípade, že medzi týmito dvoma stlačeniami stlačil aj nejaké iné páčky. Teda každá páčka môže byť buď stlačená alebo nestlačená, nič viac.

Najjednoduchšie sa riešili prípady b), d) Označme si D most, ktorý je sklopený a H most, ktorý je zdvihnutý:

b) HHDDD – stlačím 1. páčku. HDHHH – teraz stlačím 2. páčku. DDDDD

d) HHHHD – stlačím 5. páčku. DDDDD

Prípady a), c), e) sú o niečo zložitejšie. Skôr ako ich začneme riešiť, je dobré uvedomiť si ešte jednu vec:


Keďže všetky páčky robia to isté (ibaže každá s inými mostami), je jedno, v akom poradí sú sklopené a zdvihnuté mosty. Záleží iba na tom, koľko je mostov v akej polohe. A takisto nezáleží na tom, ktorú páčku šofér stlačí, ale iba na tom, či je to páčka pri zdvihnutom alebo sklopenom moste.

a) HDDDD – šofér môže pohnúť buď páčkou, ktorá je pri zdvihnutom moste, alebo takou, ktorá je pri sklopenom:

· Pohne páčkou pri sklopenom moste (napríklad pri druhom). DDHHH, a to je taký istý stav mostov, ako máme v prípade c) (tri mosty hore a dva dole).

· Pohne páčkou pri zdvihnutom moste (pri prvom). HHHHH, a to je presne prípad e).

c) HHHDD – teraz môže šofér pohnúť opäť buď páčkou pri sklopenom moste, alebo pri zdvihnutom:

· Ak pohne páčkou pri sklopenom moste (4), tak dostane prípad a), DDDDH.

· Ak pohne páčkou pri zdvihnutom moste (1), tak budú mosty v takom istom stave, ako pred tým, než pohol páčkou HDDHH.

e) HHHHH – v tomto prípade šofér nemá na výber, musí pohnúť páčkou pri zdvihnutom moste. Ak teda pohne prvou páčkou, dostane sa do takej istej situácie, ako v prípade a), HDDDD.


Vidíme, že prípady a), c), d) sa preklápajú samy na seba a žiadny iný prípad z nich nemožno dostať. Teda z týchto stavov mosty nedokážeme dostať do stavu, aby by boli všetky sklopené.


3. (opravovala Lenka Trojaková)  

Označme si body „koláča“ tak, ako je to na obrázku, a jeho strany a, b. Vieme, že úsečka AS ide z bodu A do stredu úsečky BD (keďže uhlopriečky obdĺžnika sa rozpoľujú), to znamená, že AS je ťažnica trojuholníka ABD. Rovnako aj úsečka DE je ťažnicou trojuholníka ABD, lebo ide z vrcholu do stredu protiľahlej strany. Vieme, že ťažisko rozdeľuje ťažnicu na dve úsečky, ktorých dĺžka je v pomere 1:2. Z toho vyplýva, že AT = 2.TS. Z rovnakých dôvodov platí, že CN = 2.NS (porozmýšľajte prečo). Keďže AS = SC, tak TS = SN = 1/2.AT, a z toho vyplýva, že AT = TN = NC. 

Keď sa pozrieme na trojuholníky ATD, TND a NCD, tak zistíme, že majú rovnaký obsah. Je to preto, lebo všetky majú rovnako dlhú základňu, a tiež rovnakú výšku (prechádzajúcu bodom D). Súčet obsahov týchto trojuholníkov S = a.b/2. To znamená, že obsah každého z týchto trojuholníkov je rovný a.b/6. 

Vieme, že body E a F sú stredmi strán obdĺžnika. Preto S(∆AED) = ((a/2).b)/2 = a.b/4, a obdobne pre ∆DFC platí: S=(a.(b/2))/2 = a.b/4. 

Môžeme si zistiť S(∆CNF) = S(∆DNF - ∆DNC)  =  a.b.(1/4-1/6) = a.b/12. Rovnaký výsledok dostaneme aj pre S(∆ATE). Vieme, že S(∆AET) + S(EBFNT) + S(∆NFC) = a.b/2. Z toho vyplýva, že: 

S(EBFNT) = a.b/2 – S(∆NFC) - S(∆ATE) = a.b.(1/2-1/12-1/12) = a.b/3. 

Teraz vieme obsah každého z útvarov vzniknutých na koláči. Už stačí len zistiť, ktorej polevy sme minuli viac. Obsah plochy, na ktorej je čokoládová poleva je

S(∆ATE) + S(∆DTN) + S(∆NFC) = a.b.(1/12+1/6+1/12)=a.b/3. 

Z toho vyplýva, že malinová poleva je na 2/3 koláča. Pomer množstva čokoládovej a malinovej polevy je (1/3):(2/3). Čokoládovej polevy je teda 0,5 krát viac ako malinovej (inak povedané čokoládovej je menej, a síce polovica malinovej).

4. (opravovala Erika Trojáková) 

Našou úlohou bolo umiestniť do vrcholov osemstena čísla od 1 do 7 tak, aby súčty na hranách boli rôzne. Je jasné, že jedno z čísel nepoužijeme, lebo osemsten má iba šesť vrcholov a my máme sedem čísel. Bez ohľadu na to, aké konkrétne čísla do vrcholov osemstena včarujeme, najnižší možný súčet, ktorý môžeme dosiahnuť je 1+2=3 a najvyšší je 6+7=13. Ale rôznych čísiel od 3 po 13 je spolu iba jedenásť, a osemsten má až dvanásť hrán. Teda o jednu hranu viac ako máme čísel. Ale 11 rôznych čísel určite nestačí na vytvorenie 12 rôznych súčtov. Z toho vieme, že naozaj nemôžeme čísla 1 až 7 do vrcholov osemstena včarovať tak, aby na hranách boli rôzne súčty. 
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