JSMF Žilina, Fakulta riadenia a informatiky ŽU, gymn. Veľká Okružná Žilina
S E Z A M , Školský rok 2005/06, vzorové riešenia 1. zimnej série

Milí riešitelia,

veľmi nás tešia riešenia úloh prvej série, ktoré ste nám poslali. Hlavne keď boli, ako sa zdá, poriadne ťažké. Ale statočne ste sa s nimi vysporiadali a veríme, že po ťažkom začiatku by o to viac bola škoda nepokračovať. Vysporiadať sa s ďalšími úlohami Vám určite pomôžu dobre rozbehnuté mozgové bunky a tiež vzorové riešenia úloh prvej série. Do počítania treba vložiť všetky sily, ale precvičenie mozgových závitov a pozvánka na sústredenie za to určite stojí. Nech sa páči, môžete sa pustiť do čítania.  

Riešiteľov prosíme, aby si v poradí skontrolovali svoje údaje - ak sú niektoré zlé, dajte nám vedieť, opravíme. Dôležitý je ročník, podľa neho získavate prémiu! Tak isto píšte vždy a čitateľne hlavičku na každú úlohu, nepíšte riešenie viacerých úloh na jeden papier a pošlite správnu obálku. Určite to zvládnete, tešíme sa na ďalšiu poštu od Vás.

A nezabudnite, že všetko o SEZAMe nájdete aj na www.sezam.sk !

Za organizátorov vám pri riešení želá veľa úspechov Hynek Bachratý.


1. (opravovala Veronika Bachratá)    
Skoro všetci ste prišli na to, že súčet v najvyššej kocke závisí od toho, ako sú rozmiestnené čísla od 1  do 10 v spodnej vrstve.

Keď chceme vedieť aká presne je táto závislosť, treba skúsiť riešiť príklad všeobecne. Teda namiesto čísel budeme používať písmenka. Čísla v spodnej vrstve si označíme a,b,c,d,e,f,g,h,i,j ako na obrázku.

Teraz každý štvorec v druhej vrstve (odspodu) napíšeme ako súčet štvorcov, ktoré sú pod ním. Teraz to isté zopakujeme aj pri prechode z 2. vrstvy do 3.vrstvy a vyjde to takto (posledný obrázok).

A napokon to všetko sčítame do vrchnej kocky a dostaneme súčet a+g+i+3b+3c+3d+3f+3h+3i+6e.

Z neho už zistíme odpoveď na naše otázky. Ak chceme dostať najmenší súčet písmená, ktoré sa nachádzajú vo vrchnej kocke najmenej (jeden) krát nahradíme najväčšími číslami. A tie, ktoré sa nachádzajú najviac krát (6 krát, 3 krát) nahradíme čo najmenšími. Keby sme to urobili inak, zarátalo by sa niektoré väčšie číslo viackrát a súčet by bol väčší. 

Takže za e dosadíme 1, za q, g, i (v ľubovoľnom poradí) 10, 9 a 8 a za zvyšné písmenká dosadíme 2, 3, 4, 5, 6, 7 (tiež v ľubovoľnom poradí).

Keď teraz vyrátame súčet vyjde nám 6.1+3.2+3.3+3.4+3.5+3.6+3.7+8+9+10=114.

Ak chceme dostať čo najväčší súčet, urobíme to presne naopak. Písmená, ktoré sa nachádzajú vo vrchnej kocke najviac krát nahradíme čo najväčšími číslami  a tie, ktoré sa nachádzajú najmenej krát nahradíme čo najmenšími. Keby sme postupovali inak, zarátalo by sa niektoré väčšie číslo menej krát a súčet by bol menší. 

Takže za e dosadíme 10, za q, g, i v ľubovoľnom poradí 1, 2 a 3 a za zvyšné písmenká dosadíme 4, 5, 6, 7, 8, 9 tiež v ľubovoľnom poradí. Teraz nám súčet vyjde 1+2+3+3.4+3.5+3.6+3.7+3.8+3.9+6.10=183
Takže najväčší súčet aký môžeme dostať je 183 a najmenší 114.

2.(opravovala Aďa Tinajová)   

Označme si najskôr stranu malého štvorca s a veľkého a. Teraz si skúsime vyjadriť obsahy jednotlivých trojuholníkov a vnútorného štvorca. Vyjadrím si obsah Sa trojuholníka HAE a Sc trojuholníka FCG:

Sa=s.va/2 a Sc=s.vc/2. Potom Sa+Sc=s.(va+vc) /2. Z obrázka však vidíme, že va+vc+ s=a, teda va+vc=a-s, teda Sa+Sc=s.(a-s) /2. 

Súčet obsahov Sb a Sd trojuholníkov  ΔEBF a ΔGDH môžeme potom vyjadriť ako Sb+Sd=s.(vb+vd) /2 = s.(a-s) /2. Obsah všetkých 4 trojuholníkov je potom: Sa+Sc+ Sb+Sd= s.(a-s) /2 + s.(a-s) /2 = s(a-s). Tento obsah má byť rovnaký ako obsah štvorca EFGH, čo je s.s.

Potom s.s=s(a-s), a po vydelení s dostaneme s=a-s, potom s=a/2. Zo zadania vieme, že strana a veľkého štvorca je 10, teda s=5.

Už z obrázka vidíme, že keď posunieme štvorec v smere rovnobežnom s AB, tak sa súčet va+vc nezmení, lebo je to stále s-a. Takisto sa nemení ani súčet vb+vd.

Súčet obsahov vyznačených trojuholníkov teda nezávisí od polohy malého štvorca vo vnútri veľkého. Závisí iba od strany tohto malého štvorca. Riešenie je teda rovnak0 pre v3etky polohy men3ieho 3tvorca. Obsah štvorca je 25m2.
3. (opravoval Miro Hudec)  

Všimnime si, že dĺžka „zubov“ v špirále tvorí zaujímavú postupnosť čísel. (Prvý zub na obrázku je spojenou čiarou, druhý prerušovanou a tretí zase spojenou.) Konkrétne prvý trvá 8 sekúnd, druhý 16 sekúnd, tretí 24, štvrtý 32, ... až x–tý 8.x sekúnd. My chceme,  aby súčet týchto čísel bol blízko 2005. Platí 8+16+24+...+8.x=8.(1+2+3+...+x) Ako spočítame 1+2+3+ ...+x? Použime malý trik. Napíšme si tieto čísla 2 krát v dvoch radoch pod seba, ten dolný v obrátenom poradí. 


1   2    3   .. x-2 x-1 x

x x-1 x-2 ..   3    2   1

Keď sčítame horné a dolné číslo dostaneme vždy x+1. Dokopy máme teda x takýchto sčítancov po x+1, teda súčet je x.(x+1). Keďže sme ale každé z týchto čísel zarátali 2 krát, (lebo sme mali tú postupnosť napísanú 2 kráť )tak to musíme podeliť 2. 

Máme teda 8.(x.(x+1)/2) = 4.x.(x+1) a chceme, aby to bolo čo najbližšie k 2005. Keď dosadíme za x číslo 22, tak dostaneme 2024, čo je dosť blízko. Ak sme teda prešli 22 zubov, nachádzame sa na 0 street a 44 avenue (každou špirálou sme sa posunuli o 2 avenue, teda po 22 špirálach sme na 44 avenue). Teraz sa iba vrátime 2024-2005=19 krokov späť (smerom hore), čím získame polohu po 2005 krokoch, ktorá je teda 44 avenue a 19 street.

4. (opravoval Rasťo Lenhardt) 

S touto úlohou ste sa znamenite potrápili a nie všetkým sa vám ju podarilo poriadne vysvetliť. Takže ste asi veľmi zvedavý, prečo spomínaná vlastnosť platí. 

Na papieri máme napísaných niekoľko za sebou nasledujúcich čísel a rozdelili sme ich na 2 časti (pozri dole). V prvej je o jedno číslo viac. Keďže súčet čísel v oboch častiach má byť rovnaký, môžeme si predstaviť, že prvé napísané číslo x musí byť tak veľké, aby nám súčet ostatných čísiel z prvej skupiny doplnilo na súčet väčších čísiel z druhej skupiny. (Keby bol v oboch skupinách rovnaký počet čísel, tak súčet čísel druhej skupiny by bol vždy väčší). Teraz na chvíľu zabudneme na prvé číslo a pozrieme sa na ostatné. Všimnite si, že rozdiel posledných čísel v oboch častiach je rovnaký ako rozdiel predposledných, ten je rovnaký ako rozdiel predposledných a tak ďalej. Tento rozdiel si označme n. Ale zároveň vieme, že rozdiel posledného čísla v druhej časti a posledného čísla v prvej časti je predsa rovný počtu čísel v druhej časti, a teda aj ten je n. 

Preto keď budeme počítať, o koľko je druhá časť väčšia od prvej (bez prvého čísla x), tak je to 
         (počet čísel v druhej časti) × (rozdiel medzi dovjicami) = n.n . Aby bol súčet v oboch častiach rovnaký, musí rozdiel nahradiť prvé číslo x. Platí preto x=n.n=n2 a teda je to druhá mocnina.
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