JSMF Žilina, Fakulta riadenia a informatiky ŽU, gymn. Veľká Okružná Žilina

S E Z A M , Školský rok 2005/06, vzorové riešenia 3. letnej série

Milí riešitelia,

sme na konci dobrodružstiev Donalda, Huia, Luia a Duia. Spolu s nimi ste našli veľký poklad, o ktorý sa s vami podelili a jeho časť ste našli v obálke spolu s opravenými riešeniami. Okrem toho pokladu ste našli aj iný poklad. A to veľa vedomostí a radosť z objavovania, a tento poklad je oveľa cennejší. Možno k vám Donald, Hui, Lui a Dui prídu aj v septembri v zadaniach prvej zimnej série, takže nehádžte flintu do žita, ani vankúš o stenu. A keby nie, príde určite niekto iný, nebojte sa.

Dovtedy si opravte známky v škole (ak máte aké) a poriadne si užite leto. Tí z vás, ktorí dostali pozvánku na  tábor sa už môžu tešiť na 10 augustových dní plných hier, zábavy, a ako inak, matematiky... Ak ste pozvánku nedostali, alebo chcete, aby ste o rok boli lepší, pozorne si prečítajte tieto vzorové riešenia.

A aby sme nezabudli, chceli by sme sa ospravedlniť za chybné poradie po druhej série, ktoré ste si asi všetci všimli. Chybu sme napravili a veríme, že podobných škriatka sa nám od počítača už nedostanä. 

Nezabudnite, že SEZAM nájdete aj na www.sezam.sk. Pekné prázdniny vám za organizátorov želá Michal Prusák a Ajka Bachratá.

1. (opravovala Ajka Bachratá) 

Vieme, že v druhom prúde sprava naberie Donald 6 litrov vody. Týchto 6 litrov je určitá časť z celkového množstva vody pritekajúcej do vodopádu z potoka. Označme si toto množstvo x (litrov0. Teraz potrebujeme zistiť, akú časť z x predstavuje našich 6 litrov. To zistíme pomocou obrázka. Jednotlivé kamene sme si označili písmenami.     
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Na kameň A tečie x litrov vody. Prúd sa na ňom rozdeľuje na dve rovnaké časti a teda na kamene B a C dopadá x/2 litrov vody. 

Prúdy sa na kameňoch B a C opäť delia na polovicu. Teda z B potečú dva prúdy,  každý o veľkosti (x/2):2 = x/4 litra. Podobne aj z C budú dva prúdy o veľkosti x/4 litra. Potom na kamene D a F bude tiecť x/4 litra, lebo na ne tečie len jeden prúd (z kameňa B alebo C). Na kameň E bude tiecť x/2 litra, lebo naň potečie x/4 z B a x/4 z C, čo dokopy dáva x/4+ x/4 = x/2. 

Takže na D a F tečie x/4 a na E x/2. 
Podobne budeme postupovať aj ďalej:

Na kameň G tečie polovica vody z kameňa D, takže to bude (x/4):2 = x/8. 

Na kameň H tečie polovica vody z kameňov D a E, čo je spolu (x/4):2+ (x/2):2 = 3x/8.

Na kameň I tečie polovica vody z kameňov F a E, čo je spolu (x/4):2+ (x/2):2 = 3x/8.

Na kameň J tečie polovica vody s kameňa F, takže to bude (x/4):2 = x/8. 

Do prúdu P, z ktorého si naberal Donald, teda tečie polovica vody z kameňa I a polovica z kameňa J. Takže tam bude (3x/8):2 + (x/8):2= 4x/16 = x/4, čo je vlastne štvrtina celkového množstva. Našich 6 litrov je preto štvrtina celého množstva vody x. Takže vody bude celkovo 6*4 = 24 litrov.

Za minútu pretečie potokom 24 litrov vody.           

2. (opravovala Ľubka Peprníková)   

Vieme, že v každom trojuholníku platí, že súčet jeho vnútorných uhlov je 180(, a žiaden jeho uhol nemôže byť nulový (nedal by sa nakresliť).
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Zo zadania vieme, že uhly (BAF, (FAE, (EAD, (DAC sú rovnaké. Nevieme ich veľkosť, tak si ju označme x. Takže (BAF = (FAE = (EAD = (DAC = x.

Podobne vieme aj to, že uhly (ABF, (FBE, (EBD a (DBC sú rovnaké. Tie si označíme y. Takže (ABF = (FBE = (EBD = (DBC = y.

To si môžeme rovno zaznačiť do obrázka, časom sa nám to zíde.

Pozrieme sa na trojuholníky zo základňou AB a tretím vrcholom C, D, E alebo F (teda máme trojuholníky ABC, ABD, ABE a ABF). Vieme že súčet vnútorných uhlov v trojuholníku má byť 180º, takže pre jednotlivé trojuholníky si môžeme zapísať nasledovné vzťahy:

Z (ABF vieme, že (BAF+(ABF+(AFB = 180(, ale uhol (BAF = x a uhol (ABF = y (viď. obrázok), takže môžeme napísať, že x+y+(AFB = 180°.

Podobne to bude fungovať aj v ostatných trojuholníkoch:

V (ABE platí 2x+2y+(AEB = 180° čo môžeme zapísať aj ako 2(x+y)+(AEB = 180(. 

V (ABD platí 3x+3y+(ADB = 180° čo môžeme zapísať aj ako 3(x+y)+(ADB = 180(.

V (ABC platí 4x+4y+(ACB = 180° čo môžeme zapísať aj ako 4(x+y)+(ACB = 180(.

Ďalšia vec, ktorú vieme zo zadania je, že jeden z uhlov pri vrcholoch F, E  alebo D je pravý. Postupne vyskúšame, ktorý z nich to bude.

Začneme s možnosťou, že uhol AFB je pravý. Potom vieme, že x+y+90( = 180(, a teda že x+y = 90(.

Musia platiť aj ostatné vzťahy, takže by malo platiť 2(x+y)+(AEB = 180(. Keď dosadíme 90° namiesto x+y, tak má platiť 180(+ (AEB = 180(, a teda (AEB = 0(, čo však nemôže platiť, lebo (AEB je uhol trojuholníka a nemôže byť nulový. To teda znamená, že uhol pri vrchole F nemôže byť pravý.

Ďalšou možnosťou je, že pravý uhol bude pri vrchole E. To ale dopadne podobne. Vieme že 2(x+y)+90( = 180(, z čoho po úprave dostaneme x+y = 45(. Keď to ale dosadíme do rovnice (pre (ABC)  4(x+y)+(ACB = 180(, dostaneme 180(+(ACB = 180(, a teda (ACB = 0(. Tu máme znova ten istý problém ako v predošlom prípade, a teda ani uhol AEB nemôže byť pravý.

Ešte ostáva posledná možnosť, že pravý bude uhol pri vrchole D, teda že 3(x+y)+90( = 180(, z čoho dostaneme x+y = 30(. To si dosadíme do zvyšných vzťahov, čím dostaneme:

30(+(AFB = 180(,  teda (AFB = 150(.

60(+(AEB = 180(,  teda (AEB = 120(.

120(+(ACB =180(,  teda (ACB = 60(.

Tieto veľkosti môžu byť veľkosťami uhlov v trojuholníku, takže uhol ADB môže byť pravý. To znamená, že veľkosť uhla ACB je 60(.
3. (opravoval Michal Škrečok Prusák)  

Ako ste skoro všetci napísali, dve sály môžu susediť vtedy, ak majú spoločnú stenu, teda stenu s rovnakou hrúbkou. Dobrým nápadom je na úvod vypísať všetky takéto steny. Teda nájsť také dvojice sál, kde západná stena jednej sály sa rovná východnej stene druhej sály (podobne aj dvojice v smere sever – juh, to však v tomto riešení netreba). Sú to tieto 3 dvojice (sály budeme označovať ako A, B, C, D, E):

1. západ A = východ D = 24 cm
2. západ C = východ B = 23 cm
3. západ D = východ E = 27 cm
Ak si všimneme horný rad sál na obrázku, prostredná sála sa musí v tomto našom zozname vyskytnúť dvakrát. Raz na ľavej strane so západnou stenou a raz na pravej strane s východnou stenou (pretože susedí so sálou aj na západe aj na východe). Takáto sála je len jedna – sála D. Z toho teda vieme, že sála Darmožráčov bude v hornom rade v strede. Na východe bude susediť so sálou Alchymistov (podľa 1. rovnice) a na západe so sálou Egoistov (podľa 3. rovnice). Takisto už vieme presne určiť podľa 2. rovnice aj dolný rad (táto rovnica obsahuje zvyšné dve sály) – sála Cestovateľov je východnejšie než sála Bojovníkov. Teda sály sú rozmiestnené ako na tomto obrázku: 
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Pozor, treba však zistiť, či sa rovnajú aj steny v smere sever – juh (inak by bol celý popis paláca zlý). Musíme teda overiť, či platia aj tieto rovnice: 

sever B = juh E

sever C = juh D

To zistíme jednoduchým nahliadnutím do zadania, platia obe rovnice, lebo sever B = 20 cm = juh E a sever C = 28 cm = juh D. Teda toto naše rozmiestnenie sál je naozaj dobré a z nášho postupu tiež vyplýva, že sály nemôžu byť rozmiestnené inak. 

Samozrejme toto nebol jediný možný spôsob riešenia. Veľmi pekný spôsob použila vo svojom riešení Natália Karásková. Vystrihnite si 5 štvorčekov, opísmenkujte ich od A po E. Farbičkou vyznačte steny, ktoré určite nemôžu s nikým susediť (sú to také steny, ktorých veľkosť nemá žiadnu dvojicu vo svojom smere). No a teraz si skúste z toho poskladať plánik sál tak, aby boli všetky vyfarbené steny na kraji plánika. Samozrejme, opäť netreba zabudnúť skontrolovať, či je rozostavenie, ktoré poskladáme, dobré (a takisto treba zdôvodniť, prečo sály nemôžu byť rozmiestnené inak).

4. (opravoval Rasťo Lenhardt) 

Veľmi dobrou správou je, že väčšine z vás sa skutočne podarilo nájsť poklad! Niektorí ste vo svojich úvahách skúsili rozobrať všetky možnosti skutočného obsahu truhlíc, iní sa vybrali cestou rozobratia možností pravdivosti nápisov na truhliciach. A my si ukážeme tretí (tiež častý) spôsob. Postupne sa zamyslíme nad tým, v ktorej z truhlíc sa môže poklad nachádzať.

Ak by bol poklad v pravej truhlici: Nápis na truhlici v ktorej je poklad má byť pravdivý. Nápis na pravej truhlici je však „Po mojom otvorení bude poklad zničený,“ čo nie je pravda. Poklad preto nemôže byť v pravej truhlici.

Ak by bol poklad v prostrednej truhlici: Nápis na tejto prostrednej truhlici musí byť pravdivý, lebo je v nej poklad. Tento nápis znie: „Ľavá truhlica vás tu navždy uväzní.“ Preto nás otvorenie ľavej truhlice navždy uväzní. Navyše, keďže v prostrednej truhlici je poklad, tak na pravú truhlicu ostáva iba možnosť, že po jej otvorení bude poklad spálený. Všimnite si, že potom nápis na ľavej truhlici hovorí pravdu, čo je v rozpore s tým, že nápis na truhlici, ktorá nás tam uväzní má byť nepravdivý. Poklad preto nemôže byť ani v prostrednej truhlici.

Vyzerá to tak, že poklad v ľavej truhlice je naša jediná nádej. Poďme to overiť. 

Ak by bol poklad v ľavej truhlici: Nápis na truhlici, kde je poklad, je pravdivý, a preto z nápisu na ľavej truhlici vieme, že po otvorení pravej truhlice bude poklad spálený. Na prostrednú truhlicu teda ostáva to, že nás uväzní. Už iba skontrolujeme nápis na prostrednej a pravej truhlici. Na prostrednej truhlici je nepravdivý nápis, lebo v ľavej truhlici je poklad a teda nás neuväzní. To je dobré, lebo nápis na truhlici, ktorá nás uväzní, má byť nepravdivý. Nápis na pravej truhlici je pravdivý, čo tiež môže byť. Poklad preto nájdeme v ľavej truhlici.
Anketa k úlohám tretej série:


	
	1
	2
	3
	4

	Najkrajšia úloha
	15
	3
	9
	3

	Najmenej pekná úloha
	2
	11
	4
	8

	Najľahšia úloha
	7
	2
	12
	8

	Najťažšia úloha
	3
	11
	4
	4
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