Mesto ŽILINA, JSMF Žilina, Fakulta riadenia a informatiky ŽU, gymn. Veľká Okružná Žilina
S E Z A M , Školský rok 2003/04, vzorové riešenia 3. letnej série

Milí riešitelia,

Treťou sériou sa skončila letná časť našej súťaže. Úlohy boli dosť „mastné“, ale o to viac ste sa na nich naučili. Určite ste zvedaví, aké sú ich vzorové riešenia.

Väčšina z Vás (s prihliadnutím na pravidlá) má v obálke aj pozvánku na letné sústredenie. Už sa tešíme na stretnutie, ako bolo v Patrovci vlani sa môžete pozrieť na našej stránke.  

Všetkým ale želáme príjemné prázdniny. Lúčime sa s deviatakmi a kvartánmi, ale tých stretneme v KMS. Všetci ostatní sa môžu tešiť na september, keď dostanú zadania prvej série nového ročníku SEZAMu.

Dovtedy ahoj!

A nezabudnite, všetko o SEZAMe nájdete aj na www.sezam.sk !

Za organizátorov Hynek Bachratý.

1. (opravoval Paľo Novotný)    
  Zamyslime sa nad tým, ako môžu byť jaskyne prepojené. Všímajme si tú z jaskýň, z ktorej vychádza najviac chodieb. Označme ju X. Koľko týchto chodieb môže byť? Určite ich nebude viac ako 4, lebo dohromady sú jaskyne prepojené len 4 chodbami. Na druhej strane musia byť tieto chodby aspoň dve – ak by z každej jaskyne vychádzala najviac jedna chodba, nedalo by sa dostať z každej jaskyne  do každej (rozmyslite si).

  Teraz si poďme kresliť obrázky:

1. Ak z jaskyne X vychádzajú štyri chodby, obrázok máme hneď hotový (netreba už nič dokresľovať).

        o

         |

      o –– X –– o

               |

              o

2. Ak z jaskyne X vychádzajú tri chodby, máme zatiaľ prepojené štyri jaskyne. Ešte treba pripojiť piatu jaskyňu štvrtou chodbou k ľubovoľnej jaskyni okrem X (to už by z nej vychádzali 4 chodby). Dostaneme takúto schému prepojenia:

  o

   |

        X –– o –– o

         |

        o

3. Ak z každej jaskyne vedú najviac dve chodby, musia byť prepojené v rade za sebou:

      o –– o –– o –– o –– o

Iný spôsob prepojenia už nemáme (na tvare chodieb a priestorovom rozložení jaskýň nezáleží, zaujíma nás len schéma prepojenia). Našou úlohou je teraz pre každú schému spočítať, koľko je možností prepojenia jaskýň tohto typu:

1. Z jednej centrálnej jaskyne vychádzajú chodby do zvyšných štyroch jaskýň. Za centrálnu jaskyňu môžeme zvoliť ľubovoľnú z piatich jaskýň, ostatné jaskyne sú rovnocenné. Máme teda 5 možností pre túto schému.

2. Máme 5 možností výberu pre centrálnu jaskyňu, z ktorej vedú tri chodby. Keď už máme túto jaskyňu vybratú, potrebujeme vybrať susednú jaskyňu, z ktorej vedú dve chodby (štyri možnosti výberu, lebo jedna jaskyňa už je vybratá). Ďalej musíme vybrať jaskyňu, ktorá nie je spojená s centrálnou (tri možnosti). Posledné dve jaskyne pripojíme k centrálnej (už si nič nevyberáme). Celkovo teda vyberáme najprv z piatich, potom štyroch a nakoniec troch jaskýň – máme teda 5.4.3 = 60 možností pre túto schému.

3. Na prvé miesto môžeme dať ľubovoľnú z piatich jaskýň, na druhé miesto ľubovoľnú zo štyroch jaskýň, na tretie z troch, na štvrté z dvoch a na posledné miesto „vyberáme“ z jednej jaskyne. Máme teda 5.4.3.2.1 = 120 možností, ako usporiadať jaskyne podľa tejto schémy. Ale pozor! Takto sme zarátali každú možnosť dvakrát, pretože napríklad A-B-C-D-E je to isté ako E-D-C-B-A. Nájdený počet musíme teda predeliť dvoma, aby sme dostali správny výsledok: 120 : 2 = 60 možností pre túto schému.

Celkovo je teda 5+60+60 = 125 možností, ako môžu byť jaskyne prepojené.

2.(opravoval Peťo Novotný)   

Skúsme sa najprv zamyslieť nad tým, ako sa dá určiť, či daný uhol má 40o. Čo vieme urobiť pomocou kružidla? Určite vieme zostrojiť napríklad uhol veľkosti 60o a aj jeho násobky (premyslite si ako). Taktiež vieme k už zostrojenému uhlu zostrojiť jeho dvojnásobok, trojnásobok atď. Ak teda máme narysovaný uhol a chceme zistiť, či má 40o, stačí zostrojiť jeho trojnásobok a porovnať ho s uhlom, ktorý má 120o. Ak sú rovnaké, pôvodný uhol bol 40o, inak nie. 

Na obrázku vidíme, ako presne kontrola uhla prebieha. Povedzme, že chceme zistiť, či uhol pri vrchole A má 40o. Narysujeme teda kružnicu k so stredom A a takým polomerom, aby sme preťali priľahlé strany trojuholníka. Priesečníky so stranami označme X a Y. Chceme zistiť, či uhol XAY má 40o. Strojnásobíme ho tak, že urobíme kružnicu so stredom Y tak, aby prechádzala bodom X. Jej priesečník s k označíme Z (zatiaľ sme skúmaný uhol zdvojnásobili). Teraz ešte zapichneme kružidlo do bodu Z a narysujeme kružnicu prechádzajúcu bodom Y. Jej priesečník s k označíme W. Máme tak uhol XAW, ktorý je trojnásobkom uhla XAY. Ostáva nám určiť, či jeho veľkosť je 120o. Narysujeme teda kružnicu so stredom X prechádzajúcu bodom A. Jej priesečník s k označíme U. Uhol XAU má veľkosť 60o (rozmyslite si, prečo). Teraz už ho iba zdvojnásobíme tak, že kružidlo zapichneme do bodu U a zostrojíme kružnicu prechádzajúcu bodom X. Jej priesečník s k označíme V. Ak body V a W splynú, znamená to, že uhol XAY má naozaj veľkosť 40o. Inak takú veľkosť nemá a musíme skúmať iné uhly, prípadne iné kamene.

Pozrime sa teraz aj na uhol 56o. I keď aj ten je možné overiť kružidlom, trochu si situáciu zjednodušíme, ak namiesto neho budeme overovať tretí uhol. Keďže súčet uhlov v každom trojuholníku je 180o, ak má trojuholník dva uhly s veľkosťami 40o a 56o, tretí má veľkosť 180o – 40o – 56o = 84o. Ak sa nám už podarilo overiť (horeuvedeným postupom), že jeden z uhlov má veľkosť 40o, stačí zistiť, či jeden zo zvyšných uhlov má veľkosť 84o. Ak áno, tretí uhol bude mať nutne veľkosť 180o – 40o – 84o = 56o, ak nie, tretí uhol nebude 56o. 

Uhol 84o overíme podobne ako uhol 40o, len použijeme väčšie násobky. Totiž päťnásobok uhla 84o je 420o. A 420o je zasa 360o+60o. Stačí teda skúmaný uhol späťnásobiť a zistiť, či výsledok bude celý uhol (360o) plus ďalších 60o. Ak áno, pôvodný uhol bol 84o, inak nebol. Postup samotnej konštrukcie už necháme na vás. Bude podobný ako pri uhle 40o.

Komentár:

Možností, ako overiť veľkosti uhlov, je naozaj veľa. Skoro každý z vás našiel iný spôsob, za čo vám patrí pochvala. Horšie bolo, že veľká časť z vás úplne zabudla zdôvodniť, že konštrukciou naozaj overíte, či sú uhly také, aké majú byť. Pri niektorých riešeniach to vôbec nebolo zrejmé. Čo ak vám váš postup vyjde aj pre iné uhly ako 40o alebo 56o? Budete si tak myslieť, že ste našli správny kameň, odvalíte ho a vyskočí dráčik!

3. (opravovala Veronika Bachratá)  

 Najskôr si ujasnime čo je to aritmetický priemer. Získame ho tak, že sčítame niekoľko čísel a súčet vydelíme ich počtom. Pre dve čísla to znamená, že ich sčítame a delíme dvomi. Keď teda napríklad Jožo a Brada povedali Almare nejaké čísla a ona následne povedala, že ich aritmeticky priemer je 5, znamená to, že súčet čísel ktoré sa im dvom prisnili delené dva je 5, a teda súčet čísel, ktoré sa im prisnili, bude 2.5=10. Takýmto spôsobom si zostavím 10 rovníc *:

J+B=10                   A+C=12

B+D=14                  C+E=16

D+F=18                  E+G=20

F+H=22                  G+I=24

H+J=26                   I+A=28

Vidíme, že na zistenie F nám stačí riešiť len polovicu rovníc, a to tie v ľavom stĺpci, lebo majú 5 neznámych (B,D,F,H,J) a na zistenie piatich neznámych 5 rovníc väčšinou stačí.

Od tohto okamžiku sa rovnice dajú riešiť dvoma spôsobmi:

1) Hráme sa s rovnicami, sčítavame a odčítavame ich od seba, vyjadrujeme jednu neznámu z druhej a dosadzujeme to do iných rovníc až kým sa nedostaneme k výsledku. Napríklad takto:

Vieme že F+H=22

                H+J=26 takže H môžeme písať ako H=26-J teda F+(26-J)=22

                J+B=10 takže J  môžeme písať ako J=10-B teda F+(26-(10-B))=22

                B+D=14 takže B=14-D                                teda F+(26-(10-(14-D)))=22

                D+F=18 takže D=18-F                                 teda F+(26-(10-(14-(18-F))))=22

po odstránení zátvoriek dostaneme F+26-10+14-18+F=22

                                                                            2F+12=22

                                                                                  2F=10

                                                                                    F=5

Keďže rovnica ma len jedno riešenie (úpravy boli také že sa nám pri nich nemohlo stratiť žiadne riešenie) Fidorovi sa mohlo snívať jediné číslo a to 5. 

2) Skúšame nájsť čísla vyhovujúce rovnici skúšaním. Najjednoduchšie bolo začať dosádzať čísla za J alebo B lebo J+B ma najmenší súčet. 

Takže nech J je napríklad 2.Potom B je 10-J=10-2=8.

                                                              D je 14-B=14-8=6

                                                              F=18-D=18-6=12

                                                              H=22-F=22-12=10

                                                               J=26-H=26-10=16

Takže nám vyšlo že J sa rovná 2 aj 16, ale to nemôže byť. Skúsme to teda ešte raz pre J o 1 väčšie. Teda J je 3:

          Potom B je 10-J=10-3=7.

                            D je 14-B=14-7=7

                            F=18-D=18-7=11

                           H=22-F=22-11=11

                            J=26-H=26-11=15

Aj teraz to neplatí lebo J nám vyšlo 3 aj 15. Vidíme, že rozdiel medzi číslami, ktoré nám vyšli predtým (16-2=14) je o dve väčší ako rozdiel čísel, ktoré nám vyšli teraz (15-3=12) takže ak zväčším J o 1 rozdiel sa zmenši o dva my chceme aby rozdiel bol nula, teda o 12 menší. J sa teda má zväčšiť o 12:2=6. Ak J bude 3+6=9 potom B je 10-J=10-9=1.

                                                  D je 14-B=14-1=13

                                                  F=18-D=18-13=5

                                                  H=22-F=22-5=17

                                                  J=26-H=26-17=9

Takže teraz to platí. V žiadnom inom prípade to už platiť nemôže, lebo ak J zväčšíme rozdiel sa zmenší a už to nebude nula. Ak J zmenšíme tak rozdiel sa zväčší ale nula to už nikdy nebude.

*(Odteraz namiesto toho aby som písala “čísla ktoré sa snívalo J...” budem písať len prvé písmeno mena dotyčnej osoby) 

4. (opravovala Ajka Bachratá, Aďa Tinajová a Lenko Trojáková) 

Tento príklad Vám väčšinou nerobil problémy a našlo sa veľa pekných riešení. Vzorové riešenie  sme napísali podľa riešenia Roba Huja:

Najskôr si označíme námorníkov iniciálkami: 

K - Krištáľ, M – Maurício, S – Servantes, V – Vektor, O – Osírio. 

Potom si napíšeme podmienky zo zadania:  
1. M je za K






2. O je pred K






3. V a O neboli pri sebe

          




4. S nie je pri O, K ani V

Postup: 

Najskôr si zakreslíme prvé dve podmienky:





 * O  * K * M  *

Vidíme že prvý je * alebo O a posledný je * alebo M. Na mieste hviezdičiek môže byť žiadny, jeden alebo viacerí námorníci.

Potom si zakreslíme štvrtú podmienku, teda to, kde môže byť S:





* O  * K * M  S

S môže byť iba pri M a na konci, lebo keby bolo pri dvoch námorníkoch, tak aspoň jeden z nich je z trojice O, K, V. (Teda s jedným susedom by mohol byť ešte aj na začiatku, ale tam by bol pri O). To nemôže byť kvôli 4. podmienke.

Nakoniec určíme kde bude V:

V nemôže byť bezprostredne pri O (3.podmienka) ani pri S (4.podmienka) a tak môže byť iba medzi K a M:





O K V M S

Takže riešenie je: 

Prvý je Osírio, druhý Krištáľ, tretí Vektor, štvrtý Maurício a posledný Servantes. 

Tento príklad sa dal riešiť aj inými spôsobmi, ktoré tiež získali plný počet bodov, samozrejme, ak boli správne.
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