JSMF Žilina, Fakulta riadenia a informatiky ŽU, gymn. Veľká Okružná Žilina
S E Z A M , Školský rok 2002/03, vzorové riešenia 3. letnej série
Milí riešitelia,

treťou sériou skončila naša tohtoročná súťaž. Nie úplne, mnohí si v tejto pošte našli aj pozvánku na letné sústredenie. Ale v každom prípade, v septembri začíname znova. Pokiaľ je v našej datababáze vaša správna adresa, pošleme vám začiatkom školského roka nové zadania SEZAMu, pre stredoškolákov KMS. Tak isto ich nájdete na našej stránke. Dovtedy si poriadne preštudujte správne riešenia tejto série – zdá sa že bola dosť ťažká....  

Za organizátorov Vám želá pekné prázdniny Hynek Bachratý. Sledujte SEZAM aj na  www.sezam.sk !

1. (opravoval Majo Škorupa)    
 Zo zadania je jasné, že žiadny dvaja A (tak si označíme Ari-Arov) nemôžu ísť za sebou. Teda všetci štyria A musia byť oddelený od seba skupinkami R a G, a nejaká skupinka musí isť aj na začiatku aj na konci. Ďalej je zo zadania jasné, že v týchto „oddelujúcich“ skupinkách musia byť len G alebo len R. Z toho nám vychádza, že kráčať môžu v dvoch základných typoch zástupov: 

?G A ?R A ?G A ?R A ?G  
a 
?R A ?G A ?R A ?G A ?R. 

(?G alebo ?R znamená nejaký počet príslušníkov G alebo R)

Skúsme najskôr zrátať koľko je zástupov prvého typu. 8 G sa delí na 3 skupiny, čo sa dá spraviť 21 spôsobmi. Vypíšte si ich! (6:1:1 , 1:6:1 , 1:1:6 , 5:2:1 , ....) a 7 R na dve skupiny, to sa dá 6 spôsobmi (od 1:6 po 6:1). Keď rôzne počtu G a R skombinujeme, dostaneme 21 . 6 = 126 možností.

V druhom type zástupov delíme na 3 časti 7 R, čo sa dá 15 spôsobmi, a na 2 časti 8 G, čo ide 7 spôsobmi. Spolu teda dostaneme 15 . 7 = 105 možností. 

Spolu teda môžeme urobiť 126 + 105 = 231 možností (čo stačí na 231 . 5 =   1155 minút, a to je 19 hodín a 15 minút).

 2. (opravovala Veronika Bachratá)  

Najskôr zistíme na koľko časti sa dá ciferník rozdeliť tak, aby súčet v každej z nich bol rovnaký. Súčet všetkých čísiel na ciferníku je 78. Keďže na ciferníku sú len celé čísla, bude  aj súčet v každej časti celé číslo. To znamená, že počet  častí  musí byť deliteľom 78 (a súčet čísel v jednej časti je príslušný podiel).

Deliteľmi 78 sú : 1, 2, 3, 6, 13, 26, 39, 78. (To či je delenie na jednu časť delením je diskutabilné. Preto som považovala za správne aj keď ste to brali za 1 z riešení, aj keď nie.) 

Najmenší možný súčet v jednej časti je 12, lebo dvanástka musí byť v nejakej časti a v tej časti už bude súčet  aspoň 12. A v ostatných častiach predsa musí byť ten istý súčet. Lenže keď rozdelíme ciferník na 7  a viac častí, súčet v každej časti bude menší ako 12 ( 78:7=11,1 ). Takže nám ostávajú len delitele menšie ako 7, a to sú  1,2,3 a 6. (O 1 sme už  hovorili, tam nie je moc čo riešiť.)

Keď rozdelíme ciferník na 2 časti, bude v každej z nich súčet 78 : 2 = 39. Na dve časti sa dá ciferník rozdeliť  len tak ako na obrázku. To ale nie je samozrejmé a treba to vysvetliť. Pri delení na 2 časti ciferník delíme jednou čiarou, teda v každej časti budú susediace skupiny čísel. Všimnime si tú, v ktorej bude najväčšie číslo 12. Ak v nej nebude číslo 11, okrem dvanástky v tejto časti budú čísla 1, 2, 3 atď pokiaľ treba. Ale toto nám nevyjde. 12 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 je veľa (40) a 12 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 je málo (33). Podobne sa nám nebude dariť ak spolu s 12 v tejto časti bude aj číslo 11 a nebude číslo 10. Potom zase 11 + 12 +1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 je veľa a 11 + 12 +1 + 2 + 3 + 4 + 5 je málo. Ak skúsime v časti nechať z veľkých čísel 10, 11 a 12, budeme mať úspech. 10 + 11 + 12 + 1 + 2 + 3 je presne 39. (Druhá skupina sú zvyšné čísla na ciferníku, aj ich súčet je 39.) A ak by v skupine bolo 9 + 10 + 11 + 12, máme už  42 čo je príliš veľa. Iné delenie na dve časti teda už nemáme. 

Ak budeme deliť na 3 časti, súčet v každej z nich bude 78 : 3 = 26. Skúsme zase pohľadať skupinu v ktorej bude 12. Ak v nej nebude 11, musíme skúšať 12 + 1 + 2 .. Ale zase 12 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 je veľa a 12 + 1 + 2 + 3 + 4 je málo. Ak to skúsime z jedenástkou, vyjde nám správna časť 11 + 12 + 1 + 2 = 26. (10 + 11 + 12 je už príliš veľa, iná skupina s 12 už nie je). Teraz treba podobným spôsobom zistiť aká časť bude obsahovať 10, a zase vyjde len jedna možnosť 9 + 10 + 3 + 4. Posledná časť je už jasná.

Pri delení na 6 častí to už je relatívne jednoduché. Súčet musí byť 78 : 6 = 13. A preto s 12 môže byť len 1, s 11 potom musí byť jedine 2 atď. Tento obrázok necháme na dokreslenie vám...

 3.(opravovala Kačka Bachratá)   (Vzorové riešenie podľa Ondra Mikuláša)

V obrázku zo označíme vrcholy štvorca IFGE a ešte ho doplníme úsečkami, spájajúcimi vrcholy štvorca I,F so stredmi zodpovedajúcich strán Q, R. Vrcholy štvoruholníka, ktorý vznikne vo vnútri štvorca označíme A, B, C, D.

Úsečky FR a TE sú rovnobežné, (lebo štvoruholník RETF má strany RE a TF rovnako dlhé a rovnobežné a teda je to rovnobežník), z rovnakého dôvodu sú rovnobežné a rovnako dlhé aj úsečky IQ a GK.

Trojuholníky GRD a GEA sú podobné (uhol DGR majú spoločný a uhly GRD a GEA sú rovnako veľké, lebo úsečky FR a ET sú rovnobežné).

Koeficient podobnosti je 2, lebo platí |GE|=2|GR|.  Preto aj |GA|=2|GD|, alebo tiež |GD|=|DA|.

Pretože GEIF je štvorec, rovnako sa dá ukázať, že |EA|=|AB|=|IB|=|BC|=|FC|=|CD|=|GD|=|DA|  

Teda štvoruholník ABCD má všetky strany rovnako dlhé. Ešte platí, že trojuholníky GEA a GEK sú podobné (uhol DGR majú spoločný a uhol GEA je doplnok uhla AEK do pravého uhla. Uhol AEK je rovnako veľký, ako uhol EGA. Veľkosť uhla |EKG|=180-90-|EGK|=90-|EGA|, teda rovnako doplnok uhla  EGA; |EGA|=|AEK| do pravého uhla.)

Uhol GEK je pravý, preto aj uhol EAG je pravý. Potom je pravý aj uhol DAB, z čoho vyplýva (spolu s predchádzajúcim), že štvoruholník ABCD je štvorec.

Teraz už vieme, že z trojuholníka TBI a štvoruholníka KIBA môžeme zložiť rovnaký štvorec, ako štvorec ABCD. Štvorec EIFG má takú istú plochu ako 5 štvorcov ABCD. Preto plocha štvoruholníka TIKA je  pätina plochy EIFG, teda  5|TIKA|=|EIFG|=300*300 m2 , v číslach 5* 18000 m2= 90000 m2
Plocha pozemku pre školu je  18000 m2 .

4. (opravoval Rasťo Lenhardt)  

Väčšina z vás si všimla, že počet diamantov na konci každej éry (tak nazveme jedno obdobie za sebou nasledujúcich úrodných a neúrodných rokov) je 0. Prečo to tak ale je? A je to tak vždy? Skúsime to vysvetliť. 

Poďme si všímať konce jednotlivých ér. Koniec prvej éry  je 3.Koniec druhej éry je koniec prvej( tj. dĺžka prvej) plus dĺžka druhej. Koniec N-tej éry je teda súčtom dĺžok prých N ér. Prvá éra má dĺžku 3 a každá ďalšia je o 2 roky dlhšia ( o 1 úrodný a 1 neúrodný rok). Čiže koniec N-tej éry je súčet 



3+5+7+..+(2n+1) = (2n+1+3) . (n/2) = (n+2).n

N-tá éra má teda n+1 úrodných a n neúrodných rokov, čiže jej dĺžka je 2n+1. Koniec N-tej éry je (n+2).n, jej dĺžka je koniec predchádzajúcej a (koniec predchádzajúcej) +1 je jej začiatok. Teda začiatok je 



(n+2).n - (2n+1)+1=n.n

A teraz je to už jednoduché. Odmyslime si na chvíľu prvý rok éry. Súčet diamantov v ostatných rokoch bude –n.n (lebo vždy i-ty úrodný a i-ty neúrodný majú súčet -n)a keďže prvý rok je n.n, tak dokopy súčet každej éry je 0.

Teraz bolo treba zistiť v ktorej ére sa rok 2003 nachádza. To sa dalo ľahko s využitím, že N-tá éra začína v roku n.n a končí v n.(n+2). 2003 sa teda nachádza v 44. ére, ktorá začína v roku 1936 (44*44). Nasleduje 44+1 úrodných rokov a potom neúrodné až do 2003. Výsledný počet diamantov je teda: 1936+1937+..+1980-1981-...-2003=42294.
A ešte výsledky ankety o úlohách tejto série :
1:      2:      3:      4:      

Páčila :       8        6       4        5                 

Nepáčila:   9        5       3        5                              

Najťažšia:  5       1       3       14    
Najľahšia: 4       15     3        2    
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