JSMF Žilina, Fakulta riadenia a informatiky ŽU, gymn. Veľká Okružná Žilina

S E Z A M , Školský rok 2006/07, vzorové riešenia 2. letnej série

Milí riešitelia,

koniec školského roku sa veľmi pomaly blíži. Pred nami je už len posledná séria SEZAMu a posledná tohtoročná šanca schuti si zarátať a poskočiť v poradí vyššie. Pýtate sa, prečo sa oplatí rátať a skákať v poradí? No preto, lebo uprostred letných prázdnin od 10. do 19. augusta sa bude konať dlhé sústredenie pre našich úspešných riešiteľov. Aby ste sa o ňom dozvedeli viac, prečítajte si spolu s rodičmi priložený list.

Ešte predtým si môžete prečítať tieto vzorové riešenia. Ak sa vám niektorý príklad úplne nepodaril, dozviete sa prečo a nabudúce podobnú úlohu zvládnete lepšie. A ak sa vám všetky príklady podarili, dozviete sa, aké riešenia našli iný súťažiaci, a ako si ich predstavovali opravovatelia.

 SEZAM nájdete aj na www.sezam.sk. Síce sa nám zo stránky niektoré časti po nedávnej poruche stratili, ale veľa vecí sa podarilo zachrániť.

Za organizátorov vám veľa úspechov želá Michal Prusák.

1. (opravovala Lenka Trojaková)

Palička s otcom striedavo ťahajú z kopy zápalky, pričom môžu ťahať vždy len 1, 3 alebo 5 zápaliek. Chceme zistiť, ako má ťahať Palička, aby vyhral.

Na začiatku je na kope 20 zápaliek, čo je párny počet. Keď si Palička vezme hocikoľko zápaliek (koľko mu pravidlá hry dovoľujú), tak na kope ostane nepárny počet zápaliek. Je to preto, lebo môže potiahnuť len nepárny počet zápaliek. A keď od párneho čísla odpočítame číslo nepárne, tak výsledok je nepárne číslo. Teraz je na ťahu otec. Ten si opäť vezme nejaký nepárny počet zápaliek (1, 3 alebo 5). Po otcovom ťahu ostane na kope párny počet zápaliek. Je to vďaka tomu, že keď od nepárneho čísla odpočítame nepárne číslo, tak výsledok je párny. Na ťahu je Palička a na kope párny počet zápaliek. Takýto stav sme tu už mali, a preto sa bude dokola opakovať (poriadne si premyslite prečo).

Hru vyhrá ten, kto vezme poslednú zápalku. Čiže vyhrá ten, kto bude na ťahu vtedy, keď bude na kope 1, 3 alebo 5 zápaliek. Hľadaná osoba určite nie je Palička, lebo pred jeho ťahom je na kope vždy párny počet zápaliek. To znamená, že víťazná stratégia pre neho neexistuje a buchtu vyhrá za daných podmienok vždy otec.

2. (opravoval Miro Hudec)

Označíme si body nasledovne: Angelika – A, Bradavica – B, Križovatka – K, Esmeralda – E a pridáme ešte vrchol štvorca C. Uhly v trojuholníku ABK označíme ako α a β. Zo zadania vieme, že trojuholník ABK je pravouhlý. Poznáme obe jeho odvesny, pomocou Pytagorovej vety vieme vypočítať dĺžku strany AB ako |AB| = 10 km. Pozrime sa na uhly v trojuholníku ABK:

α + β + 90° = 180°,

teda β = 90° – α. Keďže je aj uhol ABC pravý, tak veľkosť uhla

EBC = 90° – β = α. 

Podľa vety uu je teda trojuholník ABK podobný s BCE a platí

|BE| : |AB| = |BC| : |AK|.

Poznáme všetky dĺžky okrem |BE|, vďaka tomu, že |BC| = |AB| = 10 km. Z nášho pomeru vyrátame, že vzdialenosť |BE| je 12,5 km. Nakoniec |BE| = |BK| + |EK|, takže 12,5 km = |EK| + 6 km. Odtiaľ už máme výsledok |EK| = 6,5 km.

Esmeralda je teda od križovatky vzdialená 6,5 kilometra.

3. (opravovala Ika Bachratá)

Najprv si to vybavíme s maminými závažiami. Zo zadania vieme, že v každej zo štyroch krabíc sú tri závažia. Jedno z nich je rovnako ťažké ako zvyšné dve dokopy. Teda hmotnosť najťažšieho závažia v krabici je polovicou hmotnosti celej krabice. Teraz použijeme túto myšlienku na všetky štyri krabice. Súčet hmotností najťažších závaží zo všetkých štyroch krabíc je súčtom polovíc hmotností všetkých štyroch krabíc. To je to isté ako polovica hmotnosti všetkých krabíc.

Otázkou preto je, koľko je hmotnosť všetkých krabíc dohromady. My však vieme, že v krabiciach sú uložené závažia s hmotnosťami 1, 2, 3, ..., 11, 12 dkg. Tie dokopy vážia 1+2+...+11+12 = 78 dkg, a to je aj hmotnosť všetkých štyroch krabíc spolu. Hmotnosť najťažších závaží zo všetkých štyroch krabíc teda bude dohromady 78:2 = 39 dkg.

Takýto súčet dávajú (z čísel od 1 do 12) napríklad čísla 6, 10, 11 a 12. Po chvíli skúšania k nim nájdeme aj zvyšné dve čísla do krabíc tak, aby platila podmienka zo zadania. Závažia v krabiciach môžu vyzerať napríklad takto: (1,5,6); (2,8,10); (4,7,11); (3,9,12).

S ukladaním otcových závaží to bude ťažšie. Tak ako pri maminých závažiach aj tu musí platiť, že súčet hmotností najťažších závaží zo všetkých krabíc je polovica hmotnosti všetkých krabíc, čo je 39 dkg. Lenže teraz máme krabice iba tri, takže potrebujeme vybrať tri čísla spomedzi 1 až 12 tak, aby ich súčet bol 39. Najväčší súčet, aký môžeme dostať, je súčet troch najťažších závaží. Tie majú spolu 12+11+10 = 33 dkg. To je ale menej než 39 dkg. Preto sa nám otcove závažia nepodarí uložiť do 3 krabíc tak, aby platila podmienka zo zadania.

4. (opravoval Hynek Bachratý)

Známi výrobcovia paličiek, Klamiknôti a Pravdopíli, starší aj mladší, pripravili zlatú paličku s nápisom :„Ak túto paličku vyrobil Pravdopíľ, tak striebornú paličku urobil Klamiknôt starší.“ a striebornú s nápisom: „Zlatú paličku vyrobil Pravdopíľ mladší.“ 

V tejto úlohe bolo najjednoduchšie uvažovať o zlatej paličke. Najskôr to jednoduchšie. Predpokladajme, že zlatú paličku vyrobil niektorý Pravdopíľ, teda že nápis na nej je pravdivý. Keďže veta na paličke je pravdivá a platí aj jej predpoklad, že ju vyrobil Pravdopíľ, musí platiť aj záver tvrdenia. Teda striebornú paličku vyrobil Klamiknôt starší. Potom ale nápis na striebornej musí klamať, a teda zlatú nesmel vyrobiť Pravdopíľ mladší. Keďže sme ale vychádzali z toho, že zlatú vyrobil nejaký Pravdopíľ, zostáva nám už len možnosť, že výrobca zlatej je Pravdopíľ starší. 

Túto časť riešenia zvládli v podstate všetci súťažiaci. Viac problémov ale bolo s druhou časťou. Zostáva nám totiž ešte preskúmať možnosť, čo ak zlatú paličku vyrobili Klamiknôti. Inak povedané, čo ak je na nej nepravdivý nápis. Kedy ale veta na zlatej paličke klame? Nápis hovorí, čo sa musí stať, ak ju vyrobil Pravdopíľ. A nehovorí nič o tom, čo musí platiť, ak ju vyrobil niekto iný. Kedy je takéto tvrdenie nepravdivé? Je to podobná situácia ako keby vám v škole sľúbili, že ak si v triede vyzbierate po 100 korún, pôjdete za ne na výlet do Tatier. Oklamali by vás len vtedy, ak by ste si vy peniaze na výlet vyzbierali a nakoniec by ste aj tak nešli. Pozor, ak by sa vám to zdalo zbytočne drahé, žiadne peniaze ste nezbierali, a na výlet išli aj tak (našiel sa sponzor...), škola vás určite neklamala. O tejto situácii predsa nebola reč... 

Podobne je to aj s nápisom na zlatej paličke. Aby sa stal klamstvom, musel by ju vyrobiť Pravdopíľ, a zároveň striebornú neurobiť Klamiknôt starší. Takže aby nápis na zlatej klamal, tiež by ju musel vyrobiť Pravdopíľ. Ale v našom príbehu ak ju vyrobil Pravdopíľ, nápis už musí byť pravdivý, a máme hneď spor. 

Ako sa ukazuje, paličku s takýmto nápisom žiadny Klamiknôt vyrobiť nemôže, a nedostaneme už ani žiadne ďalšie riešenie. Zlatú teda určite vyrobil Pravdopíľ starší a striebornú Klamiknôt starší.
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