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S E Z A M , Školský rok 1999/00, Vzorové riešenia 1. letnej série

Milí naši riešitelia, ďakujeme za riešenia 1. kola. Je vás teraz 108, takže v súťaži pokračujete všetci. Dokanca ešte stále môžete nahovoriť svojich kamarátov, aby sa pridali. A tiež každý má ešte šancu prebojovať sa do tábora !  Niektorý sa pravda budú musieť zlepšiť, a aj k tomu sa vám určite oplatí poriadne si pozrieť tieto vzorové riešenia.

A ako sa Vám javila táto séria ?   Páčila :   26       10       15      16          Nepáčila:    8      21       17      20 
                                                 Najťažšia:   10       20       19      17        Najľahšia:   27    13       12       13  
Teraz už riešenia :

1. Tento príklad asi nepatril k tým najľahším (aj keď sa vám to zdalo), a potrápil aj opravovateľov. Ale o to užitočnejšie bude pozrieť si riešenie. Ešte sa dohodnime, že cestu spájajúcej priamo dve mestá budeme volať úsek, aby sa nám to neplietlo s (najkratšou) cestou, ktorá môže ísť aj cez iné mestá, teda po viac úsekoch. Najkratšia cesta (ak treba aj po viac úsekoch) je tá, ktorej dĺžka je v tabuľke.

Prvou vecou, na ktorú ste prišli všetci, bolo umiestnenie miest F a C. Boli to jediné mestá, ktorých najkratšia vzdialenosť bola 6, a medzi tými dvomi mestami v „slepej uličke“ najkratšia cesta určite vedie po úseku medzi nimi. Na určenie ich presnej polohy si stačilo porovnať vzdialenosti z C a F do ostatných miest, a pozrieť ku ktorému z miest F a C je to ďalej. Vždy to bolo k F o 6 km. Všetci sme preto umiestnili mesto F na koniec slepej uličky. 

Nasledujúca úvaha je trošku komplikovaná, skúste si ju prečítať poriadne. Je na nej založené celé ďalšie riešenie: Najmenšia vzdialenosť miest, ktorá nám teraz v tabuľke ostala nepoužitá je 7 km medzi mestami D a C.  Ja teraz tvrdím, že každý úsek, ktorý máme na mapke, ma prinajmenšom dĺžku 7km. (Samozrejme už ďalej nebudeme uvažovať tú cestou dĺžky 6, tá už je vybavená.) Keby mal niektorý úsek menej, musela by existovať aj dvojica miest X a Y, ktorých vzdialenosť by bola menšia ako 7 km, ale to by sa tá dĺžka musela vyskytnúť v tabuľke. Tam už ale nič kratšie ako 7 km neexistuje.

A načo nám táto úvaha bola? No aby sa nám ľahšie určovalo, z ktorého mesta do ktorého vedie najkratšia cesta len po jednom úseku, ktorý ich priamo spája. Napríklad keby viedla z mesta X do mesta Y cez iné mesto, tak by najkratšia cesta mala dĺžku aspoň 14, lebo každý úsek má dĺžku aspoň 7. Z toho ale vyplýva, že každá dĺžka najkratšej cesty, ktorá je menšia ako 14,  zodpovedá priamemu spojeniu daných dvoch miest úsekom. Pozrime si napríklad dĺžku cesty s A do C, tá je 9. Potom mesto C musí byť spojené úsekom s mestom A, tento úsek má dĺžku 9 a po ňom vedie aj najkratšia cesta medzi nimi. Inak by v tabuľke muselo byť napísaná medzi mestami A a C dĺžka väčšia ako 14. 

Takto zistíme,že A musí priamo susediť so 4 mestami a keďže je jediné mesto ktoré je spojené so 4 mestami a je ešte voľné, tak vieme priamo polohu A. Ďalej zistíme, že mesto E musí susediť s 3 mestami a také voľné miesto mame tiež už iba jedno a teda vieme polohu mesta E. Ostáva nám určiť polohu mesta B a D. Stačí sa pozrieť napríklad na vzdialenosti medzi mestami E B a E D a zistíme, že to mesto B musí byť priamo vedľa mesta E, inak dostanem spor s dĺžkou cesty. Pre D už zostalo len jedno voľné miesto. Na koniec si ešte môžete z dokreslených polôh miest a dĺžok úsekov pre istotu skontrolovať, či vám to sedí s tabuľkou zo zadania. Ľahké, nie ? Andrej (.

No teraz keď už som Vás úplne zabil svojími úvahami ešte pár slov ku vaším riešeniam:

Veľa z Vás používalo nasledujúcu úvahu: Ak je cesta medzi dvomi mestami najdlhšia spomedzi všetkých vzdialeností v tabuľke, tak aj na mapke musia byt tieto mesta co najďalej od seba, lepšie povedané cesta musí viesť cez iné mestá. No ako som Vám väčšine nakreslil do riešení tak táto úvaha nie je správna. Prečo?

Pozrime sa na toto :

Možeme si všimnúť, že cesta z  A do B aj keď je najväčšia v tabuľke aj tak priamo spája mestá A a B. Ďalej si môžeme všímnúť ešte jednu vec, ktorú ste tiež používali vo vašich riešeniach, že ak je nejaká dĺžka cesty kratšia ako iná, tak to znamená, že tá kratšia spája mesto priamo a tá dlhšia musí viesť cez iné mesto. Pozrite sa na cestu z A do B a cestu z A do D, tam to tak nie je. Ďaľšie veci vysvetlím osobne buď na sústredení, alebo písomne.

2.  Ukážeme najprv, že body Z a X ležia na úsečke EF spájajúcej stredy strán AB a CD obdĺžnika. ( AHG a ( BIJ sú zhodné (prečo ?), a teda aj uhly ( IBJ a ( HAG sú zhodné. Teda ( ABZ                                                                      je rovnoramenný, a teda vrchol Z leží na osi AB. Keď si obrázok otočíme                                                                   hore nohami, rovnakou úvahou dostaneme že aj X leží na osi AB. Ďalej                                                                          (AEZ a (IEX sú podobné, a pomer ich strán je 2:1. Preto aj EZ=2.EX,                                                                          a teda EX=ZX. Podobnú úvahu zase môžeme urobiť aj „z hornej strany“,                                                                       a teda FZ = ZX. Preto ZX = FE/3 = BC/3. Podobne by sme ukázali, že                                                                        UY leží na osi BC a UY = AB/4. Obsah  (UYZ teda bude (UY.ZX/2)/2                                                                          = AB/4 .(BC/2)/3 .1/2 = AB.BC/ 48 . Obsah javiska je dvakrát väčší,                                                                             a bude to teda AB. BC/24. Obsah javiska je teda 24-tina telocvične. Kačka.
3. Vyriešiť úlohu pre šachovnicu 4x4 bolo jednoduché – zvládli ste to skoro všetci. Najjednoduchšie bolo vymieňať vždy 2 kone navzájom. Jedna z možností, ako to urobiť, je na obrázku:                                                                            (Kone s rovnakým číslom si vymenia miesto.).                                                                                    1 2 3 4

Pri riešení úlohy pre šachovnicu 7x7 si pomôžeme nasledujúcou úvahou: Ofarbíme si šachovnicu        5 6 7 8                 klasickým čiernobielym spôsobom a všimnime si, ako skáče kôň. Povedzme, že stojí na bielom            2 1 4 3                   políčku a chystá sa skočiť. Najprv sa presunie o 2 políčka (vodorovne alebo zvisle), čím sa ocitne       6 5 8 7                         na bielom políčku a potom sa posunie o jedno vedľa, takže doskočí na čierne políčko. Podobne,                                     ak by stál na čiernom políčku, skočil by na biele. To znamená, že kôň vždy skočí z jednej farby na druhú (vyskúšajte si to sami). Teraz sa pozrime na našu šachovnicu: máme na nej 25 bielych a 24 čiernych políčok (alebo naopak). Šachisti teda musia zdvihnúť 25 koní z bielych políčok a položiť ich na 24 čiernych políčok – a to sa dá len tak, že aspoň dva kone skočia na to isté políčko. (Ak by chcel každý na iné, potrebovali by sme aspoň 25 čiernych políčok). Takže trik sa na šachovnici 7x7 nemôže podariť.

 Komentár: Väčšina z vás prišla na to, že na šachovnici 7x7 trik nie je možný, ale s vysvetlením to už bolo horšie (nestačí ako dôkaz uviesť zopár príkladov, kedy vám to nevyšlo). Často ste zistili, že problém nám robí nepárny počet políčok, ale nepodarilo sa vám to poriadne odôvodniť. Mimochodom, trik s ofarbovaním sa v matematike často využíva, takže si ho dobre zapamätajte – môže sa vám ešte zísť. Paľo.

4. Keby Ďurko pil denne 9 pohárov frndžalovice, súdok by bol prázdny za 4 dni. To znamená, že keby Ďurko 4 dni vôbec nepil, za 4 dni je v súdku 9.4=36 pohárov frndžalovice. (Lebo presne toľko by za 4 dni vypil, a keby pil súdok je prázdny. Ak vôbec nepil, musí to byť v súdku.) Podobne (ak vôbec nepije) je za 6 dní  v súdku 8.6=48 pohárov frndžalovice (lebo ak by pil 8 pohárov denne, súdok by bol prázdny za 6 dní). To znamená, že za dva dni (piaty a šiesty deň) mu poštár donesie spolu 48-36=12 pohárov frdžalovice. Čiže (keďže každý deň mu nosí rovnako veľa), každý deň donesie poštár Ďurkovi 6 pohárov frndžalovice. Teda Ďurko môže piť denne najviac 6 pohárov frndžalovice. Ak by totiž pil viac, ako mu poštár donesie, každý deň by mu trochu zo silvestrovského zvyšku ubudlo, a súdok by bol po čase prázdny. Naopak, ak pije presne 6 pohárov denne, vypije len toľko, koľko mu donesie poštár, a zvyšok od silvestra mu ostane naveky, takže súdok nikdy nebude prázdny. Piť menej ako 6 sa mu neoplatí. (Pozor, toto riešenie je úplne správne, aj keby denne mohol piť aj napr. 3 a 1/2 alebo 7 a 2/3 pohára.) Peťo.

Komentár: úloha sa dala vyriešiť aj pomocou sústavy (ako to urobila väčšina), kde jedna neznáma (s) bol zvyšok od silvestra a druhá denná dávka od poštára (d). Príslušné rovnice sú potom s+d–9+d–9+d-9+d-9=0 (lebo pri deviatich pohároch denne je za 4 dni súdok prázdny) a  s+d-8+d-8+d-8+d-8+d-8+d-8=0 (lebo pri ôsmich pohároch denne je za 6 dni súdok prázdny)  Po úprave s+4d=36 a s+6d=48. Z toho už  je vidieť, že 2d=12 (pretože 48=s+6d=(s+4d)+2d=36+2d, čiže 2d=48-36) a teda denne donesie poštár 6 pohárov... čo už je predošlá situácia. 

Pozor, ešte raz pripomíname. Náš seminár SEZAM si môžete nájsť na internete na stránke www.sezam.sk . Nájdete tam zadania, vzorové riešenia aj poradia. Ďalej aktuálne informácie u súčasnom stave súťaže, termíny sérií, sústredení a táborov, odkazy na ďalšie semináre a iné zaujímavé stránky. A určite váš potešia fortky z minulých akcií a foto vedúcich, ak aj možnosť podebatovať si na „nástenke“ s ostatnými kolegami. Po terajšom sústredení pridáme aj čo najviac materiálov a obrázkov z neho. A samozrejme prijmeme aj vaše príspevky, stačí sa dohodnúť s Majom a poslať. Môžete nám aj písať na adresu sezam@sezam.sk . 

Navrhujem akciu, aby každý SEZAMák, ktorý má prístup na sieť, čo najskôr napísal niečo na nástenku. Ak pridáte vašu mailovú adresu, zaradíme vás aj na stránku riešiteľov. Nebude to fajn, ak vám opravovateľ vynadá za vaše riešenie (alebo naopak) priamo mailom ?











