JSMF Žilina, Fakulta riadenia a informatiky ŽU, gymn. Veľká Okružná Žilina
S E Z A M , Školský rok 2005/06, vzorové riešenia 1. letnej série

Milí riešitelia,

Veľmi sme sa spolu s káčermi potešili vašim riešeniam. Určite im vydržíte pomáhať aj v ďalších dvoch sériach. Káčerov čaká ako odmena (dúfam) poklad, vás ako odmena čaká zlepšovanie matematických schopností, ale tiež účasť na letnom tábore. Určite sa o ňu oplatí zabojovať, ešte sa dá získať (ale aj stratiť) až 50 bodov. Preto nepoľavte ani v ďalších sériách!. Pokiaľ si poriadne prečítate vzorové riešenia, určite Vám to pomôže lepšie sa vysporiadať s úlohami druhej série.  

Riešiteľov prosíme, aby si v poradí skontrolovali svoje údaje. Ak sú nepresné, napíšte nám nech ich opravíme. Dôležitý je ročník, podľa neho získavate prémiu!  Tak isto píšte vždy a čitateľne hlavičku na každú úlohu, nepíšte riešenie viacerých úloh na jeden papier a pošlite správnu obálku. Určite to zvládnete...

A nezabudnite, že všetko o SEZAMe nájdete aj na www.sezam.sk !Za organizátorov vám pri riešení želá veľa úspechov Hynek Bachratý.
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1. (opravovala Broňa Gajdová)    
Keď chceme nájsť všetky možností je dôležité vypisovať ich systematicky. Začnime hlavnou dia

gonálou ktorá vedie zľava hore doprava dole. Mám na nej 4 možnosti kam dať krížik. Začneme zhora (1). Týmto umiestnením krížika sme už zabrali horný riadok a ľavý stĺpec.
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Na druhej hlavnej diagonále musí byť tiež práve jeden krížik. Ako vidíme, mám len dve možnosti.
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Teraz si poďme vyznačiť, do ktorých políčok už nemôžeme dať zvyšné krížiky:

	-
	-
	
	

	-
	X
	-
	-

	
	-
	-
	

	
	-
	
	-


Takže vidíme, že zvyšné dva krížiky už môžu ísť len na zostávajúce dve voľné miesta. V každom riadku aj stĺpci mám jeden krížik. Našli sme teda prvé dve perfektné rozloženia (1. a 2.). Dokázali sme, že ak umiestnime prvý krížik do hlavnej diagonály na pozíciu 1, máme iba 2 perfektné rozloženia. 
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Teraz umiestnime 1. krížik na pozíciu 2:

Na druhej hlavnej diagonále musí byť tiež práve jeden krížik. Zasa máme len dve možnosti:

	-
	-
	
	-

	-
	X
	-
	-

	-
	-
	-
	

	X
	-
	-
	-

	-
	-
	-
	X

	-
	X
	-
	-

	
	-
	-
	-

	-
	-
	
	-


Poďme si vyznačiť, do ktorých políčok už nemôžu ísť 
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zvyšné dva krížiky:

Takže zvyšné dva krížiky umiestnime do voľných políčok a máme ďalšie dve perfektné rozloženia (3. a 4.). V každom riadku aj stĺpci je jeden krížik. Teraz umiestnime prvý krížik na hlavnej diagonále na tretiu pozíciu:

Na druhej hlavnej diagonále musí byť tiež práve jeden krížik. Vidíme, že máme zase len dve možnosti: 
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Teraz doplníme zvyšné dva krížiky na zostávajúce dve voľné miesta. V každom riadku aj stĺpci je jeden krížik, teda máme ďalšie dve perfektné rozloženia (5. a 6.). 
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Teraz umiestnim prvý krížik na hlavnej diagonále na štvrtú pozíciu: Umiestňujeme 2.krížik na druhú hlavnú diagonálu. Vidím, že máme dve 

možnosti:
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Teraz doplníme zvyšné dva krížiky na zostávajúce dve voľné miesta. V každom riadku aj 

stĺpci je jeden krížik, teda máme ďalšie dve perfektné rozloženia (7. a 8.). 

Takto sme postupne prešli všetky štyri pozície na prvej hlavnej diagonále. Vidíme teda, že ďalšie perfektné rozloženie už nemôže existovať. Aby ste dostali 5 bodov, museli ste vo svojom riešení dokázať, že už žiadne ďalšie perfektné rozloženie neexistuje.

2.(opravoval Jakub Daubner)   

Najskôr ukážeme, že obsah štvoruholníka EFGH je polovicou obsahu obdĺžnika ABCD, a potom ukážeme, že obsah trojuholníka GFK je polovicou obsahu EFGH. 

Takže zostrojme si (naviac okrem zadania) úsečky EF, HG, HF, EG a bod S, ktorý je priesečníkom EG a FH (bod S je vlastne v strede obdĺžnika ABCD). Z toho, ako sme zostrojili bod S je zrejmé, že trojuholníky DGH, GCF, FBE, EAH, SHG, SGF, SFE, SEH sú zhodné podľa vety sus (majú zhodné odvesny a pravý uhol). Z toho vyplýva aj to, že štvoruholník EFGH je vlastne kosoštvorec. A keďže štyri z týchto ôsmich trojuholníkov tvoria spolu kosoštvorec EFGH, tak obsah EFGH je 4/8 = 1/2 obsahu obdĺžnika ABCD. 

A teraz si dokreslime bod L, ktorý je stredom úsečky GF, a úsečku KL. Úsečka KL rozpoľuje kosoštvorec EFGH na dva zhodné rovnobežníky GLKH a KLFE, z ktorých každý má polovičný obsah ako EFGH. Keďže KG je uhlopriečka rovnobežníka GLKH, tak trojuholník GLK má polovičný obsah ako GLKH (teda 1/4 obsahu EFGH). To isté platí aj pre trojuholník KLF, ktorý je polovicou rovnobežníka KLFE. A to už je jasné, že trojuholník GFK, ktorý vznikne spojením trojuholníkov GLK a KLF, má polovičný obsah ako kosoštvorec EFGH. 

Teda obsah trojuholníka GFK je rovný 1/4 obsahu obdĺžnika ABCD. Teda obsah vlajky je 10/4 m2 = 2,5 m2.

Komentár k riešeniam: Riešenia boli vcelku pekné, až na to, že ste veľmi často tvrdili, že všetky štyri trojuholníky HGK, GLK, KLF a KFE sú zhodné, čo samozrejme neplatí. Zhodné sú len dvojice trojuholníkov HGK s GLK a KLF s KFE. Ale trojuholníky GLK a KLF nie sú zhodné, lebo to by muselo platiť, že |GK| = |KF|, čo zrejme z obrázku neplatí.
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3. (opravovala Aďa Tinajová)  

Chcete vedieť čo sa nakoniec skrývalo za Afrikou? Mnohí z vás na to prišli..

Začnime teda od konca. Z násobenia naznačeného na obrázku vidíme, že súčin A.A=_A. Ľahko zistíme, že to sedí iba pre A=0,1,5,6. Teraz preskúmame každú z týchto možností:

1. A=0, AFRIKA sa však začína na A a číslo sa nemôže začínať 0, teda A≠0.

2. A=1, potom vidíme, že A.K+A.K=_K čiže 1.K+1.K=_K, potom 2 K=K, vyhovuje nám iba K=0. Poďme zistiť I: 1.I+0.0+I.1=_I, čiže 2.I=I, vyhovuje iba I=0, ale 0 sme už použili. Ani táto možnosť nevyhovuje.

3. A=5, zas A.K+A.K+2(zvyšok z predošlého súčinu)=_K, Teda 5K+5K+2=_K => 10K+2=_K. Toto nám vvhovuje iba pre K=2. Poďme zistiť I. Rovnako AI+KK+IA+2=_I po dosadení 5.I+4+5.I+2=_I => 10I+6=_I a tomu vyhovuje iba I=6. To je super, už vieme 3 písmenká, tak vypočítajme aj R: AR+3+KI+IK+3=_R => 5R+3+2.6+2.6+3=_R => 5R+30=R, toto platí len pre R=5,0, lenže 5 sme už použili, teda R=0. Ostáva už iba F. Vidíme, že F je prvé vo výsledku. Skúsime teda za F v činiteli dosadiť 0 a 9 a uvidíme prvú cifru výsledku. Vyšla 3 pre obe možnosti, teda nech za F dosadíme čokoľvek, vo výsledku sa F=3, teda máme aj F. 

4. A=6. Rovnakým postupom ako pre A=5 dostaneme že K=7. Ďalej 6.I+4+7.7+4+6.I=_I teda 12I+57=_I. Tomuto vzťahu nevyhovuje žiadna cifra, teda táto možnosť nevedie k inému riešeniu..

Našli sme práve jedno riešenie úlohy a to je 530625.625=331640625.

4. (opravoval Hynek Bachratý) 

Jeden základný spôsob riešenia vychádzal z podmienky, že v jednej truhlici je poklad. Stačilo postuone skúšať, čo sa stane, ak by bol v prvej, druhej alebo tretej. Pre každé umiestnenie pokladu sa potom vyskúšalo, či je dodržaná podmienka, že najviac jedna veta je pravdivá. Toto vyšlo len pre poklad v strednej truhle. 

Pri druhom postupe sa skúšali pravdivosti vyhovujúce zadaniu. Buď bola veta na jednej truhlici pravdivá a na ostatných nepravdivá, alebo boli všetky tri (na to niektorí zabudli) nepravdivé. V tomto prípade vyšla len možnosť, že pravá veta bola pravdivá a ostatné nie. V zvyšných príkladoch boli buď vety v rozpore, alebo vychádzalo viac pokladov. 

Najjednoduchšie riešenie si všímalo aj vzájomný súvis viet. Veta na ľavej a pravej truhlici totiž hovorili presný opak. Preto je určite jedna z nich pravdivá a druhá nepravdivá. Potom ale prostredná veta musí byť nepravdivá, teda platí jej opak. To znamená, že je v nej (prostrednej) poklad. Ak je tam poklad, ľavá truhlica klame a pravá hovorí pravdu, čo naozaj vyhovuje podmienkam zadania. 
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