JSMF Žilina, Gymn. Veľká Okružná Žilina, Fakulta riadenia a informatiky ŽU                                                                 

S E Z A M , Školský rok 1999/00, Vzorové riešenia 3. zimnej série

Milí naši riešitelia, srdečne Vám gratulujeme k zavŕšeniu zimnej časti tohtoročného SEZAMu. Vaše výsledky nájdete na druhej strane tohto papiera. (Najlepších cca 40 malo v tejto pošte priloženú aj pozvánku na sústredenie, ktoré je v Beluscha City. Pozorne si ju prečítajte, a spravte čo treba...) Táto séria patrila k tým ťažším, takže sa určite oplatí pozrieť si aj vzorové riešenia. A nezabudnite, od 1 letnej série sa súťaž začína znova !    

A ako sa Vám javila táto séria ?   Páčila :   16        5       16      18          Nepáčila:    9       27        7        8 
                                                 Najťažšia:    9       27        8        7        Najľahšia:   12       8         6       28  
Teraz už riešenia :

1. Cifry v  vyjadrujú koľkokrát sa daná cifra nachádza v celom formulári. Súčet všetkých čísel vo -koch potom vyjadruje počet všetkých cifier vo  formulári. Vo vyplnenom formulári sa spolu bude nachádzat 30 čísel: 10 v prvej vete a 20 v druhej vete. Teda súčet čísel vo -koch je 30.

Keď sa pozrieme na ešte nevyplnený formulár, uvidíme, že každá z cifier sa tam už nachádza 2krát. Jedenkrát v prvej a jedenkrát v druhej vete. To znamená, že do každého  vpíšeme číslo väčšie alebo rovné číslu 2. Z toho vyplýva, že cifry 0 a 1 sa budú vo formulári vyskytovať len dvakrát. Takže,  už vieme vyplniť  pri cifre 0 a 1. Aké číslo môže byť v  pri cifre 2 ? Už teraz je cifra 2 vo formulári 4krát, takže číslo v  pri cifre 2 musí byť väčšie alebo rovné číslu 4, maximálne však 9.

Pozrime sa teraz, ako by vyzerala druhá veta formulára, keby v  pri cifre 2 bola cifra 4.

0 :  2, 1 : 2, 2 : 4, 3 : , 4 : , 5 : , 6 : , 7 : , 8 : , 9 : 
Ostáva voľných 7 -kov, do ktorých môžeme vpísať čísla 3 až 9 (pretože počty cifier 0, 1, 2 sú už dané). Ak od 30 odpočítame súčet už  vpísaných cifier 2 + 2 + 4., získame súčet čísel vpísaných do prázdnych  . To je 30 – 8 = 22. Ak má byť súčet 7 čísel, z ktorych každé je z intervalu 3 až 9, rovný 22, tak potom existuje len jedna možnosť. Do   vpíšeme 6krát cifru 3 a 1krát cifru 4.

Ako by vyzeral formulár, keby v  pri cifre 2 bola cifra 5?

0 :  2, 1 : 2, 2 : 5, 3 : , 4 : , 5 : , 6 : , 7 : , 8 : , 9 :  

Ostáva 7 prázdnych -kov, do jedného z nich musíme vpísať cifru 2 (lebo predpokladáme,že 2-ka je na formulári 5-krát), takže pre cifry 3 až 9 ostáva voľných už iba 6 -kov. Súčet čísel vpísaných do týchto voľných -kov je  30 – ( 2.3 + 4) = 19. Zase existuje iba jedna možnosť. Do  vpíšeme 5krát cifru 3 a 1krát cifru 4.

Všeobecne by sme to mohli zapísať nasledovne:

do  pri cifre 2  zapíšeme cifru X:

0 :  2, 1 : 2, 2 : X, 3 : , 4 : , 5 : , 6 : , 7 : , 8 : , 9 :  

Počet -kov, kde ešte zapíšeme cifru 2:

X – 4     (štyri krát ju už máme, a spolu tam musí byť 8x)

Počet voľných -kov, kde zapíšeme cifry 3 až 9: 
10 – X + 1 = 11 – X

Súčet čísel v -koch, kde zapíšeme cifry 3 až 9: 
30 – ( 2.(X - 2) + X) = 30 – (2X – 4 + X) = 34 – 3X
Najmenšie číslo z čísiel 3 až 9, ktoré môžeme vpísať do voľného  je 3, takže potom súčet čísel vo -koch, kde zapíšeme cifry 3 až 9 bude najmenej: (Počet voľných -kov) krát 3, to je (11 – X) krát 3 = 33 – 3X. Keďže súčet čísel v -koch: 34 – 3X je o 1 vačší, vieme, že existuje len jedna možnosť vpísania cifier 3 až 9 do . Vpíšeme (10 –X) krát cifru 3 a 1krát cifru 4.

Pozrime sa teraz, kde môžeme umiestniť cifru 4: 

Určite to nemože byť do  pri čísle väčšom ako 4, lebo to by znamenalo, že do voľných -kov musíme ešte 2krát vpísať toto číslo (aby ich celkový počet bol 4) a my môžeme vpisovať iba cifry 3 a 4.

Keby bola 4 v  pri  cifre 4, musela by byť v niektorom  ešte  jedna 4. To je však možné len pre X = 4. Potom by sme však mali do voľných  doplniť samé 3, a výrok by bol nepravdivý (skontrolujte si takáto formulár).

Z toho vyplýva, že cifra 4 musí byť v  pri cifre 3. Do prázdnych -kov dopĺňame už iba cifry 2 a 3. Cifry 4 sú na formulári 3krát.

0 : 2,  1 : 2,  2 : X,  3 : 4,  4 : 3,  5 : ,  6 : ,  7 : ,  8 : ,  9 : 
Ostáva 5 prázdnych  a do jedného musíme vpísať ešte 3, takže ostávajú 4  pre cifru 2. To znamená, že počet dvojok je 4 + 4 = 8 a v  pri cifre 8 bude trojka.

0 : 2,  1 : 2,  2 : 8,  3 : 4,  4 : 3,  5 : 2,  6 : 2,  7 : 2,  8 : 3,  9 : 2

Toto je jediné možné riešenie úlohy.

2. Označme si guličky A, B a C. Úlohou bolo, aby sa guličky stretli čo najrýchlejšie. Inak povedané, aby sme našli taký bod stretnutia guličiek X, pre ktorý bude celkový čas stretnutia T = max {|AX|/v, |BX|/v, |CX|/v} minimálny (podľa vzorca: t [čas] = s [dráha] / v [rýchlosť]). Po úprave dostaneme: S = max{|AX|,|BX|,|CX|}, kde S je vzdialenosť najvzdialenejšej guličky od bodu X. Čím bude kratšia vzdialenosť S, tým bude kratší celkový čas stretnutia.

Keďže guličky sú ľubovolne rozmiestnené (v rovine), tvoria vrcholy trojuholníka, ležia na priamke, alebo tvoria jeden bod (veľkosť guličiek môžeme zanedbať).

Ak tvoria jeden bod, nie je čo riešiť. V prípade, že ležia na priamke, bod X bude ležať v strede úsečky (obr.1), ktorá je tvorená krajnými guličkami (napríklad body A a B). Platí: S = |AX| = |BX| = |AB| / 2 a keďže bod C leží medzi bodmi A a B, tak bude vždy S >= |CX| >= 0 (poloha bodu C nám neovplyvní výsledok). Ak by bod X nebol stredom úsečky AB, tak by vzdialenosť |AX| > S (resp. |BX| > S) a tým by sa aj celkový čas stretnutia guličiek zväčšil, čo nie je dobré.

Rovnako je to aj v prípade, že guličky tvoria vrcholy trojuholníka. Ak máme dosiahnúť, aby vzdialenosť S bola čo najmenšia, musí bod X ležať v trojuholníku ABC tak, aby |AX| = |BX| = |CX|. Aby toto platilo, musí bod X byť stredom opísanej kružnice trojuholníka ABC, pričom veľkosť |AX| = |BX| = |CX| sa rovná polomeru tejto kružnice r (obr.2). Stred opísanej kružnice X dostaneme ako priesečník jednotlivých osí strán trojuholníka ABC. Ak by bod X nebol stred opísanej kružnice, tak by vzdialenosť |AX| > S (alebo |BX| > S,  alebo |CX| > S) a tým by sa opäť zväčšil celkový čas stretnutia guličiek.

Toto však platí len pre ostrouhlý a pravouhlý trojuholník. Pričom v pravouhlom trojuholníku leží bod X v strede najdlhšej strany trojuholníka (prepona AB), a platí S = |AX| = |BX| = |AB| / 2 (obr.3).

V tupouhlom trojuholníku leží stred opísanej kružnice X už mimo trojuholníka. Síce stále platí |AX| = |BX| = |CX|, ale náš hľadaný bod (napr. Y) bude opäť ležať v strede prepony AB (obr.4), keďže vzdialenosť |AY| < |AX|, |BY| < |BX| a aj |CY| < |CX|. Ak by bod Y nebol stredom úsečky AB, tak by vzdialenosť |AY| > S (resp. |BY| > S) a tým by sa opäť celkový čas stretnutia guličiek zväčšil (poloha bodu C nám neovplyvní výsledok, lebo v tupouhlom trojuholníku vždy bude  |CY| < S).

K najdôležitejšiemu výsledku (stred opísanej kružnice) sa možno dostať aj takouto úvahou : Čo ak sa stretnú najskôr 2 gulôčky, a potom k nim prijde tretia ? Toto asi nebude najlepšie riešenie, lebo tie dve guľôčky zbytočne oddychujú, a čas beží kým nepríde tretia. Tie dve sa predsa mohli stretnúť niekde ďalej smerom odkiaľ prišla tretia – oni by využili zbytočný čas, a tej tretej by pomohli. Keď toto domyslíte, mali by sa stretnúť všetky tri naraz. A pretože idú rovnako rýchlo, je to v mieste rovnako vzdialenom od vrcholov trojuholníka. (Potom ale treba ešte domyslieť špeciálne prípady tupouhlého trojuholníka a priamky.)

3. (Toto riešenie aj s obrázkami sme si požičali od Miša Potočka. Ďakujeme.) Zo zadania je jasné, že otáčame ( KLM v ( ABCD, kým ho nedostaneme do pôvodnej polohy, tj. K leží v A a L v strede AB. (( sa musí cez ( pretočiť viackrát.)Magickú krivku pritom kreslí pero vo vrchole K. Najlepšie bude, keď si krivku narysujeme (obr. 5/1,2,3). Vidíme, že vo všetkých obrázkoch sa vyskytujú dva oblúky. Ten väčší má dĺžku (2(r)/2, menší (2(r)/12. 

V prvom obrázku sme otočili ( KLM 9x a dostali ho do polohy, že v A je vrchol M (a budeme teda musieť pokračovať v točení). Krivka na obr.5/1 sa skladá z 3 väčších a 3 menších oblúkov, jej celková dĺžka je preto (15(r)/6 (spočítajte si to !) V druhom obrázku sme zase točili 9x, a použili sme 2 väčšie a 3 menšie oblúky (v A je teraz L, budeme točiť ďalej). Dĺžka krivky teda bude  (11(r)/6. Na treťom obrázku je posledné točenie, ( sa už vrátil do pôvodnej polohy. Krivka sa teraz skladá z 3 väčších a 2 menších oblúkov, jej dĺžka je preto (14(r)/6.

Celá magická krivka je potom (15(r)/6 + (11(r)/6 + (14(r)/6 = (20(r)/3, čo je približne 628,3 cm.Mnohí uvažovali aj o tom, že niektoré časti kriviek sa prekrývali, a prekryté úseky rátali len raz. Aj toto sme brali ako správne riešenie (atrament sa asi spotrebuváva aj keď ideme druhý raz po tej istej čiare, ale či to zarátať do dĺžky krivky je otázne..)

4. Vypíšeme si dvojciferné násobky 17-ky : 17, 34, 51, 68 a 85 a tak isto 23-ojky : 23, 46, 69 a 92. Každá dvojica nasledujúcich cifier musí byť jedným z týchto čísiel. Naše číslo končí cifrou 7, preto predchádzajúca cifra musí byť 1 (lebo iba 51 končí na 1). Z rovnakých dôvodov pred ňou musí byť 5, pred ňou 8, pred ňou 6 atď. Cifry takto píšeme odzadu, a dostaneme ... 4 69234 68517. Pred 4-kou sa nám to už začne opakovať, teda skupina 5 cifier „69234“ sa už bude stále opakovať až do začiatku. Posledná skupina je síce iná, ale zase obsahuje 5 cifier.. Pretože 2000 je deliteľné 5-timi (a 2000:5 = 400), napísané číslo sa skladalo z 399 skupín „69234“ a poslednej skupiny „68517“. V každom prípade je jasné, že prvá cifra bola 6.












